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RESUMO

Este trabalho apresenta o estudo e a implementacao computacional do modelo de Ising
bidimensional (2D) em uma rede quadrada sob condi¢des de contorno periddicas, constituindo
um paradigma fundamental na mecanica estatistica para a andlise de transi¢oes de fase e fenome-
nos criticos. Discute-se a formula¢do matematica do modelo por meio de sua Hamiltoniana, as
interagdes ferromagnéticas locais (J > 0) e a distribui¢do de probabilidade de Gibbs-Boltzmann,
cuja dindmica térmica exibe uma temperatura critica exata 7, dada pela classica solugdo analitica
de Lars Onsager (1944). Do ponto de vista pratico, simulagdes estocasticas de Monte Carlo sao
essenciais para estimar as propriedades macroscopicas devido ao custo exponencial do célculo
da fun¢do de particdo. Os gargalos de desempenho em linguagens interpretadas sdo analisados,
e propde-se uma arquitetura computacional baseada em compilacdo Just-In-Time (JIT) com a
biblioteca Numba no ecossistema Python, eliminando o overhead do interpretador CPython. A
otimizacgdo aritmética das condi¢des de contorno periddicas evita ramificagdes l6gicas (bran-
ching) ineficientes na CPU. Para a renderizacdo visual em tempo real, implementou-se uma
técnica de vetorizacdo de mapeamento de cores via Numpy acoplada a uma interface Streamlit.
A aplicacao correspondente foi disponibilizada na Streamlit Community Cloud, viabilizando
a exploragdo publica e interativa do modelo. Com isso, os trés regimes termodinamicos —
desordem, criticalidade e ordem — foram validados qualitativamente por meio de observacao
visual direta, permitindo a andlise do fendmeno de desaceleramento critico (Critical Slowing

Down) e da geometria fractal dos dominios magnéticos na vizinhanca de 7.

Palavras-chave: Modelo de Ising. Simulagdo Estocastica. Compilagdo JIT. Numba. Transi¢ao

de Fase.



ABSTRACT

This work presents the study and computational implementation of the two-dimensional
(2D) Ising model on a square lattice under periodic boundary conditions, representing a fun-
damental paradigm in statistical mechanics for the analysis of phase transitions and critical
phenomena. The mathematical formulation of the model is discussed through its Hamiltonian, lo-
cal ferromagnetic interactions (J > 0), and the Gibbs-Boltzmann probability distribution, whose
thermal dynamics exhibit an exact critical temperature 7, derived from Lars Onsager’s classic
analytical solution (1944). From a practical standpoint, stochastic Monte Carlo simulations are
essential for estimating macroscopic properties due to the exponential cost of calculating the
partition function. The performance bottlenecks of interpreted languages are addressed, and a
computational architecture is proposed based on Just-in-Time (JIT) compilation using Numba in
the Python ecosystem, eliminating the CPython interpreter overhead. Arithmetic optimization
of periodic boundary conditions avoids inefficient branching logic on the CPU. For real-time
visual rendering, a vectorized color mapping technique via Numpy was coupled with a Streamlit
interface. The corresponding application was deployed on the Streamlit Community Cloud,
enabling public and interactive exploration of the model. Consequently, the three thermodynamic
regimes — disorder, criticality, and order — were qualitatively validated through direct visual
observation, allowing the analysis of the critical slowing down phenomenon and the fractal

geometry of magnetic domains near 7.

Keywords: Ising Model. Stochastic Simulation. JIT Compilation. Numba. Phase Transition.
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CAPITULO 1

MODELO DE ISING

O modelo de Ising constitui um dos modelos mais importantes da Mecanica Estatistica,
sendo amplamente utilizado no estudo de fendmenos coletivos e transi¢des de fase. Originalmente
proposto para descrever propriedades ferromagnéticas de materiais, o0 modelo tornou-se um
paradigma fundamental para a compreensdo de sistemas complexos compostos por muitas

particulas interagentes.

1.1 Origem Histérica

O modelo de Ising possui uma historia intelectual singular, marcada por uma série de
contribui¢des que se estenderam por mais de duas décadas antes que seu comportamento em
duas dimensoes fosse plenamente compreendido.

Em 1920, o fisico alemdo Wilhelm Lenz (LENZ, 1920) propds, como exercicio para seu
aluno de doutorado, um modelo simplificado de ferromagnetismo no qual varidveis bindrias
dispostas em uma rede interagem apenas com seus vizinhos imediatos. A tarefa de analisar
esse modelo coube a Ernst Ising, que em 1925 apresentou sua tese de doutorado (ISING, 1925)
resolvendo o caso unidimensional (cadeia linear de spins) de forma exata. A solucdo em 1D
revelou auséncia de transi¢cdo de fase a qualquer temperatura finita, levando Ising a concluir,
equivocadamente, que o mesmo se aplicaria a dimensdes superiores. Essa conclusdo freou o
interesse no modelo por mais de uma década.

Foi Rudolf Peierls quem, em 1936, demonstrou rigorosamente que o modelo bidimensi-
onal de fato apresenta transi¢do de fase a temperatura finita (PEIERLS, 1936), contrariando a
previsdo de Ising e reacendendo o interesse da comunidade cientifica. O passo definitivo veio em
1944, quando Lars Onsager obteve a solucao analitica exata do modelo de Ising 2D sem campo
magnético externo (ONSAGER, 1944) — um feito considerado um dos mais impressionantes da
Fisica Matematica do século XX. A solucdo de Onsager forneceu o valor exato da temperatura
critica e de expoentes criticos (como a divergéncia logaritmica do calor especifico) ', tornando o
modelo um caso de teste padrio para teorias de transicao de fase.

Nas décadas seguintes, o modelo de Ising transcendeu o magnetismo e tornou-se um
laboratério conceitual para fendmenos universais de criticalidade, com aplica¢cdes que abran-

O artigo original de 1944 estabelece a temperatura critica exata e o comportamento singular do calor especifico.

A férmula fechada para a magnetizagdo esponténea (com expoente critico § = 1/8, apresentada na Equagio 4.2) foi
anunciada por Onsager (1944) sem demonstracdo publicada, sendo a prova rigorosa atribuida a Yang (1952).
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gem desde polimeros e ligas bindrias até redes neurais e teoria de campos (BAXTER, 1982;
YEOMANS, 1992).

1.2 Contextualizacao

Considere uma rede bidimensional quadrada de dimensdo n x n, composta por N = n?

sitios. Em cada sitio i da rede associa-se uma varidvel aleatéria denominada spin, representada
por
o;€{—1,+1},

em que:
* 0; = +1 representa um spin orientado para cima (up spin);
* 0; = —1 representa um spin orientado para baixo (down spin).

Uma configuragdo do sistema é dada pelo vetor
o= (617627"'761\])’

o qual descreve simultaneamente a orientacao de todos os spins da rede.
Fisicamente, cada spin interage apenas com seus vizinhos mais proximos. A energia total

associada a uma configuracio ¢ € descrita pela Hamiltoniana do modelo de Ising:
H(o)=—-J Z 0,0; —hZst
(i.j) J

em que:

 J representa a constante de interagc@o entre spins vizinhos;
* (i, j) indica que a soma é realizada sobre pares de vizinhos adjacentes;

* hrepresenta um campo magnético externo aplicado ao sistema.

Quando J > 0, o sistema favorece configuragdes em que spins vizinhos apresentam
a mesma orientacdo, caracterizando o comportamento ferromagnético. Nesse caso, estados
alinhados minimizam a energia do sistema.

A distribuicdo de probabilidade associada as configuragdes do sistema é dada pela
distribui¢ao de Gibbs-Boltzmann:

e_BH(O-)
Py(0) = S

em que:
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sendo kp a constante de Boltzmann e 7" a temperatura absoluta do sistema. O termo

7 — Z ¢ PH(0)

oex

¢ denominado fung¢do de particdo e atua como constante normalizadora da distribui¢ao.

A temperatura exerce papel fundamental na dindmica do modelo. Para temperaturas
elevadas, a agitacdo térmica domina as interagdes locais, produzindo configuracdes desordena-
das. Em contrapartida, para temperaturas baixas, o sistema tende espontaneamente a estados
ordenados, nos quais ha predominéancia de spins alinhados.

Um dos aspectos mais importantes do modelo de Ising € a existéncia de uma transi¢ao
de fase. No caso bidimensional sem campo magnético externo (h = 0), existe uma temperatura

critica 7. dada por
2J

G kgln(1++/2)
Abaixo dessa temperatura, o sistema apresenta magnetiza¢do espontanea; acima dela, o sistema
perde ordenamento magnético devido ao aumento da desordem térmica.

A solugdo analitica exata do modelo de Ising bidimensional sem campo externo foi
obtida por Lars Onsager em 1944 (ONSAGER, 1944), constituindo um marco histérico da
Fisica Estatistica moderna. Entretanto, em dimensdes superiores, solucdes fechadas gerais ainda
permanecem desconhecidas.

Do ponto de vista computacional, a principal dificuldade do modelo reside no cédlculo
da func¢do de particao Z, cujo custo computacional cresce exponencialmente com o tamanho da
rede. Dessa forma, técnicas de simulacao estocdstica tornam-se essenciais. Entre os métodos

mais utilizados destacam-se:
* algoritmo de Metropolis-Hastings (METROPOLIS et al., 1953);
e dinamica de Glauber (GLAUBER, 1963);
¢ algoritmos de Wolff (WOLFF, 1989) e Swendsen-Wang (SWENDSEN; WANG, 1987).

Esses métodos permitem gerar amostras de configuragdes cuja distribui¢cdo estaciondria
coincide com a distribui¢do de Gibbs do modelo.
Atualmente, o modelo de Ising transcende aplicagdes em magnetismo, sendo empregado

em diversas areas do conhecimento, tais como:
* redes neurais probabilisticas e aprendizado de méaquina;

* otimizagdo combinatoéria;

biologia computacional;

* dinamica social e formagdo de opinido;
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* teoria da informacao;
* sistemas complexos e criticalidade.

Sua importancia decorre do fato de que regras locais extremamente simples sdo capazes
de produzir comportamentos macroscopicos complexos, tornando o modelo de Ising um dos

exemplos mais cldssicos de emergéncia em sistemas fisicos e estatisticos.

Figura 1.1: Modelo de Ising bidimensional - 2D.

® @ ©
® © ®
OROBONO
OO OO ") S

Fonte: Elaborado pelo Autor (2026).

1.3 Regra de Aceitacao de Metropolis-Hastings

A amostragem estocdstica da distribuicao de Gibbs-Boltzmann € realizada por meio de
uma cadeia de Markov cuja regra de transi¢do obedece ao critério de Metropolis-Hastings. Dada
uma configura¢do ¢ e uma configuracio candidata ¢’ (obtida pela inversdo de um tnico spin), a

probabilidade de aceitacdo da transicao € dada por

Prceita(G — G') = min (1, e—ﬁAE) . AE=H(c")—H(o). (1.1)
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Para a inversdo de um unico spin no sitio i (isto €, 0; — —0;), com campo externo nulo (2 = 0),

a variacdo de energia associada possui a forma fechada

AE,'ZZJG,‘ Z 0j, (12)
jeAN (i)
em que .4 (i) denota o conjunto dos quatro vizinhos mais préximos do sitio i sob condigdes

de contorno periddicas. Essa expressdo fechada € a que se encontra implementada na funcao

metropolis_hastings_step (varidvel de no cédigo-fonte).

1.4 Grandezas Termodinamicas Observaveis

Além da energia, duas grandezas macroscopicas sdo centrais para caracterizar a transi¢ao

de fase do modelo. A magnetizacao por spin € definida como

1 N
m(G):NZGi, M = (|m|), (1.3)
i=1

atuando como parametro de ordem da transicdo (M — O para T > T.; M > 0 para T < T, no
limite termodinamico). A suscetibilidade magnética, obtida por rela¢do de flutuacao-dissipacao,

¢ dada por

r=Bqay-ap).  a=Yo (14
i=1

e o calor especifico por sitio, de forma anéloga,

ﬁz

C
N

((H?) = (H)?) . (1.5)

Ambas as grandezas exibem divergéncia (em sistemas de tamanho infinito) ou pico
pronunciado (em sistemas finitos) na vizinhanca de 7¢, constituindo a assinatura quantitativa da
transi¢cdo de fase — em contraste com a observacdo puramente qualitativa e visual atualmente
relatada. Para uma exposicao unificada dessas relagdes de flutuacdo-dissipacdo, ver (KRAUTH,
2000).

1.5 Convergéncia da Cadeia de Markov: Balanco Detalhado
e Ergodicidade

A convergéncia assintética da cadeia de Markov gerada pelo algoritmo de Metropolis-
Hastings para a distribui¢ao estaciondria de Gibbs-Boltzmann ndo é uma propriedade automatica
do procedimento, mas decorre de duas condi¢des estruturais: o balanco detalhado (detailed

balance) e a ergodicidade da cadeia.
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Seja T(o — o’) a probabilidade de transi¢@o entre duas configuragdes. Diz-se que a

cadeia satisfaz o balanco detalhado em relacdo a uma distribui¢do 7 quando
n(0)T(c -+ 0o')=n(c")T(6' - 0), Vo,0/cX. (1.6)

O balanco detalhado € condi¢ao suficiente para que 7 seja estaciondria, pois sua soma
sobre o recupera a equagdo de balango global ¥, 7(0)T (0 — ¢’) = m(0’). No algoritmo imple-
mentado, a transi¢do decompde-se em proposta e aceitagdo, T (o — ¢’) = g(0 — 0')A(0 — 0’),
em que g(0 — ¢’) = 1/N é a probabilidade de proposta (sele¢do uniforme de sitio) e A € a pro-
babilidade de aceitagdo de Metropolis. Como a proposta é simétrica (g(c — ¢’) = g(6/ — 0),
J& que inverter novamente o mesmo sitio retorna a configuracao original com igual probabili-
dade), a razdo de aceitagdes nos dois sentidos satisfaz exatamente A(oc — ¢’)/A(0’ — o) =
n(0’)/m(c) = e PAE garantindo o balanco detalhado em relagio a (o) = e PH(0) /7.

A ergodicidade exige irredutibilidade (toda configuracao alcancavel a partir de qualquer
outra em numero finito de passos) e aperiodicidade. A irredutibilidade decorre da prépria estru-
tura de ¥ = {—1,+1}": qualquer configuragio é atingivel por uma sequéncia finita de inversdes
individuais. A aperiodicidade decorre da probabilidade nao nula de rejei¢do de propostas (quando
AE > 0), que introduz autoloops e elimina qualquer periodicidade estrutural. Satisfeitas essas
condicdes, o Teorema Ergddico para cadeias de Markov garante que a distribui¢do empirica das
amostras converge para 7 no limite de um nimero suficientemente grande de passos, independen-
temente da configuracdo inicial 0. Para uma exposicao mais aprofundada do arcabouco tedrico
de balanco detalhado e ergodicidade em cadeias de Markov aplicadas a Mecanica Estatistica, ver
(NEWMAN; BARKEMA, 1999; LANDAU; BINDER, 2014).



CAPITULO 2

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL E
OTIMIZACAO DE PERFORMANCE

Apesar da simplicidade das regras locais descritas pela Hamiltoniana do sistema, a
simulacdo estocdastica do modelo de Ising apresenta desafios computacionais significativos,
especialmente quando se deseja observar a termodinamica do sistema em tempo real e em grades

de alta resolucdo.

2.1 Gargalos em Linguagens Interpretadas

A amostragem de configuragdes via método de Metropolis-Hastings exige iteracdes na
ordem de (N x S), onde N é o nimero de sitios da malha e S é a quantidade de passos de tempo
(sweeps). Em linguagens interpretadas como Python ou R, o uso de lagos de repeti¢ao (loops
for) para iterar sobre cada spin individualmente € intrinsecamente ineficiente devido ao custo
de interpretacdo e tipagem dinamica a cada iteragao.

Além disso, o cdlculo da variacdo de energia (AE) requer a verificacdo de condi¢des
de contorno (bordas da malha). Abordagens ingénuas utilizando declaracdes condicionais
(1 f-else) dentro do laco principal forcam ramificacdes de cédigo (branching) que interrom-
pem a previsdo de instru¢des da CPU (pipeline stall), degradando substancialmente a performance

geral da execucgao.

2.2 Arquitetura Proposta: Compilacao Just-In-Time (JIT)

Para viabilizar simula¢gdes de milhdes de iteragdes por segundo, foi adotada uma arqui-
tetura baseada na compilacao JIT, utilizando a biblioteca Numba (LAM; PITROU; SEIBERT,
2015) no ecossistema Python. A principal fun¢do de atualizacio do estado da malha foi decorada

com a diretiva @njit, o que permite:

1. Eliminacao do Overhead do Interpretador: O c6digo compilado via LLVM executa
em nivel de mdquina, eliminando o custo de despacho de bytecode, a verificagdo dina-
mica de tipos e o boxing/unboxing de objetos caracteristicos do interpretador CPython
(BEAZLEY, 2010). Observa-se que a compilacdo @n jit, por padrio, ndo libera o Global

Interpreter Lock (GIL); esse comportamento exigiria a declaragcdo explicita do parametro
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nogil=True, relevante apenas em cendrios de paralelismo multi-thread — o que ndo se

aplica a presente implementacdo, de natureza sequencial e single-threaded.

2. Condicoes de Contorno Aritméticas: A validacio das bordas, necessaria para simular
um toro bidimensional (condi¢des de contorno periddicas), foi substituida pelo operador
de resto de divisdao (modulo aritmético). Por exemplo, o vizinho a esquerda de um
sitio na coluna j de uma grade de tamanho n é computado como (j — 1) % n. Essa
substitui¢do elimina uma instru¢do de desvio condicional do corpo do lago, simplificando o
fluxo de controle e favorecendo a geragao de cédigo vetorizavel pelo compilador. Ressalta-
se que a operacdo de médulo ndo € executada em um unico ciclo de clock; em arquiteturas
x86-64, divisdo e modulo inteiros apresentam laténcias tipicamente entre 20 e 40 ciclos.
O ganho de desempenho decorre, portanto, da eliminagdo da dependéncia de controle
imposta pelo branch, e ndo do custo da operacdo aritmética. Quando n € poténcia de dois,

o médulo pode ser substituido por uma operacgao bitwise AND:
(j—1)modn = (j—1) & (n—1), vilido apenas se n = 2~. (2.1)

Essa substitui¢cdo ndo foi adotada, pois a implementacdo permite tamanhos de grade

arbitrarios.

2.3 Localidade de Cache e Estratégia de Amostragem

Um aspecto de desempenho adicional, ndo explorado na arquitetura descrita acima,
diz respeito ao padrdao de acesso a memdria imposto pela estratégia de amostragem ado-
tada. A implementagdo seleciona o sitio (i, j) a ser atualizado em cada iteracdo por meio
de np.random.randint (0, n),de modo que o acesso a matriz grid € essencialmente
aleatdrio a cada passo.

Essa escolha tem duas implica¢des relevantes. Primeiro, para uma matriz armazenada
em ordem row-major (padrao do Numpy), o acesso aos vizinhos verticais grid[i_top, 7]
e grid[i_bottom, 7] exige saltos de memoria de tamanho n elementos — para grades
grandes (por exemplo, n = 500), esse salto frequentemente ultrapassa o tamanho de uma linha de
cache (cache line, tipicamente 64 bytes) e pode exceder também a capacidade das caches L1/L.2.
Combinada a selecdo aleatdria do sitio a cada iteracao, que impede qualquer aproveitamento de
prefetching sequencial pelo hardware, a simulacdo torna-se, na pratica, limitada pela laténcia de
memoria (memory-latency-bound) para grades de maior dimensdo, mesmo apds a eliminacio do
overhead do interpretador pela compilagdo JIT.

Essa caracteristica contrasta com a abordagem cldssica de varredura sequencial (Monte
Carlo sweep), na qual cada sitio da rede € visitado uma vez por ciclo completo, tipicamente em
ordem checkerboard (ou red-black): os sitios sdo particionados em duas sub-redes, de modo

que todos os vizinhos de um sitio de uma sub-rede pertencem exclusivamente a outra. Além de
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preservar a localidade sequencial de acesso a memdria, essa decomposi¢cdo permite a atualizacao
paralela de todos os sitios de uma mesma cor em uma Unica passada, ja que ndo compartilham
vizinhos entre si.

A escolha pela amostragem aleatoria de sitio, adotada no presente trabalho, alinha-se
a formulacao tedrica cldssica do algoritmo de Metropolis por sua simplicidade estatistica. A
varredura checkerboard constitui, portanto, uma direcdo natural para trabalhos futuros voltados a

otimizacao de performance em grades de grande escala.

2.4 Vetorizacao da Renderizacao Visual

A observagdo empirica da transicao de fase exige uma taxa de quadros (frames per second
- FPS) fluida. Bibliotecas gréficas tradicionais (como matplotlib em Python ou ggplot?2
em R) constroem objetos gréaficos complexos a cada quadro, o que se torna o gargalo limitante
da simulagdo iterativa.

A solu¢do implementada utiliza Manipulacao Matricial Direta via Numpy (HARRIS
et al., 2020). O estado da malha, representado por uma matriz de inteiros {—1, 1}, é convertido
diretamente para um tensor numérico de trés canais (RGB arrays de 8-bits) via indexacado

Booleana (masking).

>_ Console // Exemplo de vetorizagdo visual sem overhead grafico.

def render_grid_ to_rgb (grid) :

rgb_img = np.zeros((grid.shape[0], grid.shape[l], 3), dtype=np.

uint8)
rgb_imglgrid == 1] = [220, 50, 47]
rgb_img[grid == -1] = [38, 139, 210]

return rgb_img

Esse tensor numérico bruto € entdo ejetado diretamente para o frontend (St reamlit),
permitindo visualizar a termalizacdo do sistema, o surgimento de dominios magnéticos fractais
proximos a T, e o efeito de desaceleracdo critica (Critical Slowing Down)" sem comprometer a

laténcia da interface.

O termo refere-se ao aumento do tempo de autocorrelagao da cadeia de Markov nas vizinhancas da temperatura
critica T, fendmeno intrinseco a algoritmos de atualizacdo local como o Metropolis-Hastings (SOKAL, 1997;
BINDER; HEERMANN, 2010).
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CAPITULO 3

APLICACAO INTERATIVA E PORTFOLIO

A etapa final deste projeto consiste na apresentacao publica dos resultados por meio de
uma aplicacgdo interativa acessivel a qualquer pessoa com conexao a internet, sem necessidade de
instalacao de software. Este capitulo descreve a plataforma escolhida, os controles disponiveis

na interface e a integragdo com o portfélio pessoal do autor.

3.1 Visao Geral da Plataforma

O Streamlit € um framework de c6digo aberto para a construcao de aplicacdes de dados
em Python (Streamlit Inc., 2019). Sua proposta central € permitir que cientistas e engenheiros
transformem scripts analiticos em interfaces web interativas com minimo esfor¢o de engenharia
de front-end: widgets de controle (controles deslizantes, botdes, seletores) sdo definidos no
proprio script Python e o framework gerencia automaticamente o ciclo de atualizacdo da interface
em resposta a eventos do usudrio.

O Streamlit Community Cloud € a plataforma de implantacao (deploy) gratuita associada,
que permite publicar aplicacdes Streamlit diretamente a partir de um repositorio GitHub publico.
A cada atualizacdo do repositorio, a plataforma recompila e republica a aplicagdo automatica-
mente — um fluxo de integracdo continua adequado ao ciclo de desenvolvimento cientifico
incremental.

A escolha do Streamlit para este projeto atende a trés critérios complementares:

1. Compatibilidade nativa: o motor computacional da simulacao (Numpy, Numba) roda
integralmente em Python, sem necessidade de serializacao ou traducdo para outra lingua-

gem;

2. Renderizacao em tempo real: o mecanismo de atualizacio de estado (st .empty ()
.image () ) permite substituir a imagem da malha de spins a cada frame do lago de

animacao, viabilizando a visualiza¢do em tempo real;

3. Acessibilidade: qualquer leitor deste relatério pode acessar a simulacao ao vivo direta-

mente pelo navegador, sem instalar Python, Numba ou qualquer dependéncia.
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3.2 Interface e Controles da Aplicacao

A interface € organizada em dois painéis: uma barra lateral (sidebar) com os controles do
sistema e uma drea principal com a visualizacdo. O painel de visualiza¢do exibe dois estados lado
a lado — a configuragdo inicial aleatdria e a evolugdo em tempo real — permitindo comparagdao
direta entre o estado desordenado e o estado emergente apds a termalizagdo.

A Tabela 3.1 descreve os cinco parametros de controle expostos ao usudrio, seus intervalos

de variacdo e o efeito fisico associado.

Tabela 3.1: Parametros de controle da simulacdo interativa.

B = 1/ksT (i Controla a temperatura. 8 < . ~ 0,441
= Bl (1nverso

[0; 3,0] 0,44 induz desordem (paramagnetismo); 8 > .
da temperatura)

induz ordem (ferromagnetismo).

Define a resolugao espacial. Grades
Tamanho da grade

N x N [50; 500] 150 maiores revelam dominios detalhados, mas
X

elevam o custo computacional.

Total de tentativas de inversdo de spin.

100.000; )
Total de iteragdes [ 1.000.000 = Valores maiores garantem melhor
5.000.000] o o
equilibrio térmico (termalizacdo).
Quadros de Frequéncia de atualiza¢do da malha na tela.
L [10; 200] 50 . .
atualizagao (frames) Controla a fluidez da animag@o visual.
Pausa entre atualizacdes de quadros,
Atraso por quadro (s) [0; 1,0] 0,1 permitindo observar a evolucao dos

dominios em camera lenta.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2026).

A Figura 3.1 apresenta uma captura de tela da aplicacdo em funcionamento, obtida com
os parametros padrio (B = 0,44, grade 150 x 150, 10° iteracdes).
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Figura 3.1: Interface da aplicacdo interativa do Modelo de Ising 2D.

Painel esquerdo: estado inicial aleatério. Painel direito: estado evoluido apés 10° iteragdes com 8 = .

Deploy 3

& Modelo de Ising: Dindmica Termodinamica

Esta aplicagdo utiliza MCMC (Metropolis-Hastings) compilado via numba para simular o ferromagnetismo. Ajuste os pardmetros na barra lateral e clique

Parametros do Sistema em Iniciar Simulaggo para observar a evolugdo dos dominios magnéticos.

Beta (1/KT) - Inverso da Temperatura: (9 Estado Inicial Evolut;'éo

Tamanho da Grade (N x N):

Total de Iteragdes:

1000000

Quadros de Atualizacdo (Frames):

Atraso por Frame (Segundos):

» Iniciar Simulagdo

Fonte: Elaborado pelo Autor (2026).

3.3 Acesso ao Aplicativo

A simulagdo estéd disponivel publicamente no endereco:

& nttps://douglasmoura-ising-2d.streamlit.app

O cddigo-fonte completo, incluindo o script da aplicagdo (app_1ising.py), o ar-
quivo de dependéncias (requirements.txt) e o script R original da atividade académica

(modelo_1ising.R), estd disponivel no meu repositério piblico no GitHub:

(w] github.com/douglascmoura/modelo_ising_2d_metropolis

Figura 3.2: QR Code de acesso ao app - Streamlit Community Cloud.

Aponte a camera do celular para acessar a simulacao.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2026).


https://douglasmoura-ising-2d.streamlit.app/
https://github.com/douglascmoura/modelo_ising_2d_metropolis
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3.4 Integracao com o Portfolio

O aplicativo interativo e o presente relatdrio estdao integrados ao meu portfélio pessoal,

disponivel em:

& douglas—-moura-portfolio.pages.dev

Na pagina do case dedicado a este projeto (/case_ising_2d), o visitante encontra

dois botdes de acesso:

* Relatoério Técnico — redireciona para o presente documento em formato PDF, permi-
tindo a leitura completa da fundamentagao tedrica, das decisdes de implementacgdo e dos

resultados;

* Live App — redireciona diretamente para douglasmoura—-ising-2d.streamlit .app,

onde € possivel interagir com a simula¢ao em tempo real sem qualquer instalacao.

Essa arquitetura de apresentacdo — relatério técnico complementar ao aplicativo intera-
tivo — reflete uma abordagem de comunicagao cientifica em dois niveis: o rigor formal para o

leitor especializado e a acessibilidade imediata para o publico geral.


https://douglas-moura-portfolio.pages.dev
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CAPITULO 4

RESULTADOS E VALIDACAO EMPIRICA

A observacgao dos fendomenos criticos do modelo de Ising na aplicacdo interativa permite
uma validacdo qualitativa do comportamento tedrico previsto. Este capitulo descreve os trés
regimes termodinamicos identificados, a correspondéncia com a temperatura critica de Onsager,
o fenomeno de desaceleramento critico (Critical Slowing Down) e o surgimento de dominios

magnéticos em torno de 7.

4.1 Regimes de Temperatura e Comportamento Qualitativo

O comportamento macroscopico do modelo depende fundamentalmente da relacao entre

o pardmetro 3 = 1/kgT e o valor critico B, ~ 0,4407. Trés regimes distintos sdo observados:

* Regime de alta temperatura (f < 3., ex.: B =0,1): a agitacdo térmica domina as
interacoes ferromagnéticas. Os spins se invertem quasi-aleatoriamente, sem formacgado de

dominios coerentes. A magnetizacdo média (|m|) converge para zero.

* Regime critico (B ~ . ~ 0,44): o sistema se encontra exatamente na fronteira entre ordem
e desordem. Surgem dominios magnéticos de todas as escalas de tamanho, com estrutura
fractal caracteristica. E nesse regime que as flutuagdes sdo maximas e a suscetibilidade y

e o calor especifico C atingem seus valores de pico.

* Regime de baixa temperatura (3 > f3., ex.: B = 1,5): as intera¢des ferromagnéticas
dominam. O sistema evolui rapidamente para um estado de alta ordem, com quase todos

os spins alinhados em uma tnica dire¢do. A magnetizagio (|m|) — 1.

As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 ilustram esquematicamente os trés regimes por meio de redes

5 x 5 representativas em perspectiva 3D.
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Figura 4.1: Regime de alta temperatura (desordem) do Modelo de Ising 2D (8 = 0,10).

Agitacao térmica elevada superando o acoplamento ferromagnético; spins altamente desordenados.

OROR0, .
(O Spin Down ({)
Fonte: Elaborado pelo Autor (2026).

Figura 4.2: Regime critico (transi¢do de fase) do Modelo de Ising 2D ( = 0,44).

Surgimento de dominios fractais de todas as escalas com flutuacdes magnéticas maximas.

® ®
®
® ©
ONO
® O @ |6 smvemo

Fonte: Elaborado pelo Autor (2026).
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Figura 4.3: Regime de baixa temperatura (ordem) do Modelo de Ising 2D (8 = 1,50).

® ©

Spin Up (1)
(O Spin Down ({)

Fonte: Elaborado pelo Autor (2026).

4.2 Temperatura Critica e Parametro de Ordem

A temperatura critica do modelo de Ising 2D sem campo externo foi determinada analiti-
camente por Onsager (ONSAGER, 1944):
2J J In(1 2
kgIn(1++/2) kg 2J
A aplicacdo interativa utiliza 8. ~ 0,44 como valor padrdo do controle deslizante, ali-
nhado ao valor analitico. A Tabela 4.1 sintetiza a correspondéncia entre 0 comportamento

observado na simulagdo e as previsdes tedricas para cada regime.
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Tabela 4.1: Correspondéncia entre comportamento observado e previsao tedrica.

Regime n Observaciao na Simulacao | Previsao Tedrica

Distribuicdo aleatdria de

Alta
0,1 spins; auséncia de dominios; = (|m|) — 0; fase paramagnética
Temperatura .
magnetizacdo nula
Dominios de todas as escalas;
Critico 0,44  estrutura fractal; flutuagdes (lm|) — 0T; picoem y e C
maximas
. Quasi-totalidade dos spins
Baixa ) . . .
1,5 alinhados; um dnico dominio = (|m|) — 1; fase ferromagnética
Temperatura .
dominante

Fonte: Elaborado pelo Autor (2026).

A magnetizacdo espontanea abaixo de 7, é dada pela célebre expressao analitica anunci-

ada por Onsager em 1949 e demonstrada rigorosamente por Yang (YANG, 1952) como

M(T) = {1 —sinh4<—)] , T <T., 4.2)
kT

exibindo o expoente critico fexp = 1/8, caracteristico da classe de universalidade do modelo de

Ising 2D (YANG, 1952; BAXTER, 1982; YEOMANS, 1992).

4.3 Desaceleramento Critico (Critical Slowing Down)

Um fendmeno notdvel observavel na simulagio proximo a 3. é o desaceleramento critico
(Critical Slowing Down): o numero de iteracOes necessdrio para a cadeia de Markov convergir
para o equilibrio — medido pelo tempo de autocorrelacdo integrado 7, (SOKAL, 1997) —

diverge ao se aproximar de 7; segundo a lei de poténcia
Tint ~ gz’\’ |T_Tc|_zva 4.3)

em que & € o comprimento de correlagdo, v € o expoente critico do comprimento de correlagdo
(v =1 para o modelo de Ising 2D) e z ~ 2 € o expoente dinamico do algoritmo de Metropolis-
Hastings com atualizacio local (BINDER; HEERMANN, 2010).

Na pratica, isso significa que, para B ~ f., a simula¢do demora significativamente mais
iteracdes para alcangar o equilibrio do que em regimes de temperatura distante de 7. Esse efeito
¢ observavel diretamente na interface: para § = 0,44, a estrutura de dominios continua evoluindo
visivelmente mesmo apés 10° iteracdes — ao passo que para B = 1,5 a convergéncia para o

estado ordenado ocorre em poucas centenas de iteracdes por sitio.
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Algoritmos de agrupamento (cluster algorithms), como os de Wolff (WOLFF, 1989)
e Swendsen-Wang (SWENDSEN; WANG, 1987), foram desenvolvidos especificamente para
mitigar o desaceleramento critico, pois operam sobre clusters de spins em vez de sitios individuais,
reduzindo drasticamente o expoente dindmico para valores proximos de zero (z ~ 0,25 para o
algoritmo de Wolff no modelo de Ising 2D). A ado¢do desses algoritmos representa uma extensao
natural do presente trabalho.

4.4 Dominios Fractais e Criticalidade

Em torno de 7¢, o sistema exibe dominios magnéticos — regides contiguas de spins
alinhados — com uma distribuicao de tamanhos que segue uma lei de poténcia, caracteristica de
sistemas invariantes de escala. Essa auséncia de escala preferencial manifesta-se visualmente
como uma estrutura fractal: independentemente do nivel de zoom aplicado a malha, a textura
dos dominios se repete com padrdes estatisticamente similares.

Essa invariancia de escala € a assinatura visual da criticalidade: no ponto critico, o com-
primento de correlagéo & — oo (no limite termodindmico), e dominios de qualquer tamanho coe-
xistem com probabilidade ndo negligencidvel. A dimensao fractal dos contornos de dominio no
ponto critico do modelo de Ising 2D é conhecida analiticamente como Dy = 11/8 = 1,375, sendo
originalmente prevista via invariancia conforme e gis de Coulomb por Duplantier (DUPLAN-
TIER, 1989) e demonstrada de maneira rigorosa no ambito da Evolu¢do de Schramm-Loewner
(SLE) por Smirnov (SMIRNOV, 2010).

Nota sobre Versoes Futuras

Os resultados apresentados neste capitulo sdo de natureza qualitativa e baseados na observacao
visual da simulacdo. Uma versao futura deste relatdrio incorporara resultados quantitativos: séries
temporais de (|m|) e (H) em funcdo de B, estimativas de x e C via relagdes de flutuagdo-dissipagdo
(Secdo 1.4), e ajuste da curva M(T') a solucdo exata de Onsager. Esses experimentos computacionais
requererdo a implementagdo de um modo de batch (sem interface gréfica) para colegado sistemdtica

de médias de equilibrio.
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APENDICE A

ACESSO AO APLICATIVO INTERATIVO

Este apéndice reine as informagdes necessdrias para que o leitor acesse e explore a
simulac¢do interativa do Modelo de Ising 2D, disponivel publicamente na plataforma Streamlit
Community Cloud. Nenhuma instalacdo de software € necessdria: basta um navegador web

moderno.

A.1 Endereco do Aplicativo

A simulagdo ao vivo esta disponivel no seguinte endereco:

& https://douglasmoura-ising-2d.streamlit.app

Alternativamente, o leitor pode acessar o aplicativo diretamente pela pagina do case no

portfélio do autor:

/N

% douglas-moura-portfolio.pages.dev/case_ising_2d

A.2 Como Interagir com a Simulacao

Ao acessar a aplicacdo, o leitor encontrard a seguinte sequéncia de passos:

1. Ajustar os parametros na barra lateral esquerda. Os controles disponiveis sdo:

* Beta (8): controla o regime térmico. Valores préximos de 0,44 correspondem ao
ponto critico. Reduza 3 para observar desordem; aumente para observar ordem

ferromagnética.

* Tamanho da Grade (N x N): define a resolugdo espacial. Grades menores
(ex.: 50 x 50) rodam mais rdpido; grades maiores (ex.: 300 x 300) revelam mais

detalhes estruturais.

* Total de Iteracoes: nimero de tentativas de inversao de spin. Recomenda-se ao

menos 10° para observar a termalizagéo.

* Quadros de Atualizacio: niimero de vezes que a imagem € redesenhada durante

a simulagao.


https://douglasmoura-ising-2d.streamlit.app/
https://douglas-moura-portfolio.pages.dev/case_ising_2d
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* Atraso por Quadro: insira um atraso (em segundos) para desacelerar a animagao

e observar a evolu¢do com mais calma.
2. Clicar em “ PP Iniciar Simulacio” para iniciar o processo.

3. Observar o painel esquerdo (estado inicial aleatério) e o painel direito (estado evoluido

em tempo real).

4. Apos a conclusdo, o aplicativo exibe o tempo de cdlculo puro (excluidas as pausas

visuais).

A.3 Sugestoes de Experimentos
Para explorar os trés regimes descritos no Capitulo 4, recomenda-se:

Tabela A.1: Configuracdes sugeridas para exploracdo dos regimes térmicos.

Crcame |5 e oo

Distribui¢do aleatdria sem formacao de

Desordem 0,10 150 x 150 _
dominios
) Dominios fractais de multiplas escalas;
Critico 0,44 200 x 200
evolugdo lenta
Convergéncia rapida para um tnico dominio
Ordem 1,50 150 x 150

dominante

Fonte: Elaborado pelo Autor (2026).

A.4 Codigo-Fonte e Repositorio

O cédigo-fonte completo da aplicagdo estd disponivel publicamente no GitHub:

(w] github.com/douglascmoura/modelo_ising_2d_metropolis

O repositério contém:
* app_1ising.py — script principal da aplicagdo Streamlit;
* modelo_ising.R — implementagdo original em R da atividade académica;

* requirements.txt — lista de dependéncias Python para execugdo local ou deploy.


https://github.com/douglascmoura/modelo_ising_2d_metropolis
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