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Introduciao

¢ Estudos Longitudinais:

® Coleta sequencial de dados ao longo do tempo para os mesmos individuos.

® Permitem acompanhar a evolucdo dos sujeitos.

® Desafios analiticos devido a correlacdo entre observacdes de um mesmo individuo.
e Desafios:

® N3o aleatorizacdo na ordem das observacdes.

® Espacamentos irregulares entre medicées.

® Auséncia de dados em determinados momentos.
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EEGs Aplicacdo na Regressdo Beta Diagnéstico Referéncias

® Equacdes de Estimacdo Generalizadas (EEGs):
® Proposta por Liang e Zeger (1986).
® Baseadas em modelos de quasi-verossimilhanca (Wedderburn, 1974).
® Focam nas distribuicdes marginais da variavel resposta.
® Modelo de Regressdo Beta:
e Util para variaveis continuas no intervalo (0,1) (Ferrari e Cribari-Neto, 2004).
® Parametrizacdo com um componente sistematico e um parametro de precisdo.
® Captura a variabilidade esperada para respostas restritas ao intervalo (0,1).
e QObjetivo:
® Apresentar a distribuicdo beta e a regressdo beta.
® Explorar a aplicacdo das EEGs em modelos de regressdo beta para dados
longitudinais.
® Discutir os principios teéricos das EEGs no contexto da regressdo beta.
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I Distribuicio Beta

Definicdo:

® Flexivel para modelagem de proporcdes.

® Funcio densidade de probabilidade:
Fp+q) pa —
fly;p,g) = ———<yP " (1—-y)9 ", O0<y<l1 1
(vip,q) o) (a)” (1-y) y (1)

Parametros: p >0, g >0
Funcdo gama (I): I'(z) = [y t* et dt,

Para numeros naturais: I'(z) = (z —1)!
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I Distribuicio Beta

Propriedades dos Parametros:
® Valores maiores de p resultam em maior concentracio de y préximos a 1.
® Valores menores de p resultam em maior concentracio de y préximos a 0.

® Distribuicdo simétrica quando p = q.
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Figura 1: Func8es densidade de probabilidade e distribuicdo acumulada da distribuicio Beta para
diferentes parametrizacées de p e g.
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I Distribuicio Beta

Casos especiais:

® Distribuicdo Uniforme: Quando p = g = 1, a funcdo densidade de probabilidade
da distribuicdo Beta torna-se constante em todo o intervalo (0,1).

® Distribuicdo U-Shaped: Quando p,q < 1, a densidade apresenta maior
concentracdo nas extremidades, resultando em uma forma de “U".

® Distribuicio Concentrada no Centro: Quando p, g > 1, a densidade apresenta

. . o ‘- _ p-1
um pico na regido central, com valores mais frequentes préximos de y = b
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I Distribuicio Beta

Medidas estatisticas:

P
E()/) = m (2)
Var(y) = Pa (3)

(P+a9P(p+q+1)
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I Distribuicio Beta

Para (p,qg > 1):

pP—gq
Mo(y) = ———
() P

Ja nos casos onde (p, g < 1) se tem o que é chamado de anti-moda.

EEGs em Modelos de Regressdo Beta para dados de medidas repetidas.

Universidade Federal do Ceara, Dep de Estatistica e Matematica Aplicada



Regressao Beta

Universidade Federal do Ceara, Depart. de Estatistica e Matematica Aplicada



Introducdo Distrib Beta Regressdo Beta EEGs Apli o Beta Diagnostico Referéncias

I Motivacao/Proposta da Regressio Beta

® Versatilidade da Distribuicio Beta:

® Modelagem eficaz de uma ampla variedade de incertezas.

e Utilizacdo empirica em diversas aplicacdes praticas.
® Limitacdes das Aplicacdes Tradicionais:

® Geralmente n3o exigem estrutura de regressdo para a variavel de interesse.
® Proposta de Ferrari e Cribari-Neto (2004):

® Investigar o comportamento de uma varidvel Beta em relacdo a variaveis explicativas.
® Construcdo de modelos preditivos mais simples e adequados para dados no intervalo
unitario.
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I Regressao Beta - Introducao e Parametrizacao

e Parametrizacdo Tradicional:
® Dois parametros de forma: p e g.
* Nova Parametrizacio:

® Parametro de posicdo (i) e pardmetro de precisdo (¢).
® Relacdo entre p e g com p e ¢:

¢p=p+q
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I Regressao Beta

Medidas estatisticas:

E(y) = p (4)
Vr(y) = 52, (5)

OBS.: ¢ controla a dispersdo dos dados: valores maiores de ¢ reduzem a variancia.
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I Regressao Beta - Densidade de Probabilidade

Densidade de Probabilidade

(0i0.0) = Frmie s A=) o<y <1 (o)

® Para evitar problemas com valores extremos (préximos de 0 ou 1), Cribari-Neto e
Zeileis (2010) sugerem a transformagdo:

y*=(-(n—=1)+0.5)/n

onde n é o tamanho da amostra, (SMITHSON; VERKUILEN, 2006).
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Figura 2: Efeito do aumento da precisdo (¢) na forma da distribuicdo Beta reparametrizada para
diferentes valores de p.
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I Regressao Beta - Funcao de Ligacao

Modelagem da Média:

® Média ;s como combinacio linear de covariaveis:

k
glue) = ZXti,@i =T, (7)
i=1

® n; é o preditor linear.

® g(-) deve ser monoténica e diferenciavel.
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I Regressao Beta - Funcao de Ligacao

Funcdes de Ligacdo Comuns:

® Ligacdo Logito:

. M _ exp(xtT,B)
g(ut) = log <1 — “t) ek P (T B)

e Ligacdo Probito:
g(pe) = q)_l(:u't)v He = ¢(XtT/6)-

Outras ligacdes sdo: cauchit, log, log-log e complementar log-log, cada uma com inter-
pretacBes especificas para diferentes contextos, (COX; SNELL, 1989).
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I Regressao Beta - Verossimilhanca e Estimacao

Logaritmo da Funcdo de Verossimilhanca

(B, ¢) = [log(¢) — log T (11:¢) — log I((1 — p1e)$) + (e — 1) log ye+ -
t=1

{(1 = pe)dp — 1} log(L — yr)]

Essa fungdo &€ maximizada para obter os estimadores de méaxima verossimilhanga (EMV)

de B e ¢.
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I Regressao Beta - Estimacao dos Parametros

e Equacdes de Verossimilhanca:
Up(B,¢) = cMT(y* —p')=0
Z [11e(y? +log(L — ye) = (1 — pe)9) + ()] =

* yi =log(y:/(1 = yr)), B = ¥(1ed) — ¥((1 — p1e)), € 9(-) € a fungdo digama.

® Solucdo requer metodos numéricos como Newton-Raphson.
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I Regressao Beta - Matriz de Informacao de Fisher

e Matriz de Informacio de Fisher:

HXTWX xTTc> )

K(8B, ¢) = (cTTTX tr(D)

e Componentes da matriz:
* W = diag{ws, ..., w,}, com:

we = ${ (ued) + ¥/ (1 — 1))}

&' ()2’

®c= (C17 ) CH)T

, com:
ce = O{Y (e e — ' (1 — pe)d)(1 — e}

® D = diag{d,...,d,}, com:

de = ' (nep)ig + ' ((1 = ) @) (1 — ) = ¢/ (9)-
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I Regressao Beta - Matriz Inversa de Fisher

® Matriz Inversa de Fisher:
—il
K™(8, ) (10)

mais detalhes em Ferrari e Cribari-Neto (2004).

® Permite calcular os erros padrio assintéticos dos estimadores de maxima
verossimilhanca.

® Sob condi¢Bes usuais de regularidade para estimativa de maxima verossimilhanca,
quando o tamanho da amostra é grande:

)~ ((6)4).
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I Equacdes de Estimacido Generalizadas (EEGs)

e Contexto:
® MLGs e Regressdo Beta pressupdem independéncia entre observacdes.
® Estudos longitudinais exigem métodos que incorporem correlacdo intraunidade.
® Introducao as EEGs:
Introduzidas por Liang e Zeger (1986).
Focam nas distribuicdes marginais da variavel resposta.
Baseadas em quasi-verossimilhanca.
Produzem estimadores consistentes e assintoticamente normais.
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I Formulaciao das Equacoes de Estimacao

® Funcdo de Ligacdo: Conecta a média marginal p;; ao preditor linear n;; via

g(wij) = x; B,

onde g(-) é uma funcdo monoténica e diferenciavel (e.g., logito, probito).
® Funcdo de Variancia: Especifica a heteroscedasticidade dos dados através de

Var(y;) = ¢~ v(uj),

sendo () a funcdo de variancia, e ¢ o pardmetro de escala.
® Matriz de Covaridncia de Trabalho: Modela a dependéncia intraunidade por

Vi = A2R;(a)A}?

1 )

sendo A; = diag(v(ui1), - - ., v(1iT;)) @ matriz de varidncias marginais.
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I Formulaciao das Equacoes de Estimacao

Sistema de Equacdes:

e E formalizado por:
n
> DI Vil (yi — i) =0,
i=1

sendo,
® D; = X;G; é a matriz de sensibilidade, com G; = diag(g’(pi1),-- -, & (uit;)).
° V,-_1 pondera os residuos considerando a estrutura de dependéncia.
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I Estrutura de Covariancia de Trabalho

Construcdo da Matriz de Covariancia:

® A matriz Qy, é construida como:
Qw, (e, 0) = oA} *Riy(@)A}/?

onde Ryy(ax) é uma matriz de correlacdo parametrizada.

® Quando Ryy/(a) coincide com a matriz de correlagdo verdadeira, temos:
QW/ = Var(y,-).

e Eficiéncia vs. Consisténcia:

® A escolha de Ry () afeta a eficiéncia.
® N3o afeta a consisténcia dos estimadores.
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I Estimacao dos Parametros

Algoritmo lterativo:

® QOs estimadores de (3 sdo obtidos sob a seguinte iteracdo:
n ~1
A1 = B0 S XT AP [, (0] APX
i=1
x | Yo X AP (0 My — (X B (11)
i=1
onde,

* A; = diag(Opij/Onjj) ajusta as ligacdes ndo lineares.
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I Distribuicio Assintética

® Sob condicBes de regularidade,

V(B — B) B> Np(0,A7)
em que
® Al =limpyoe ST [0 X AW, (0)] TV (y)[Qw; (0)] T AX;] S
e Estimador Sanduiche:
At =s"1BS!

° S=3" XTA;Q,;AX representa a informacdo de Fisher observada.
e B=Y" XTA;Q,;V(y:),;A;X; captura a variabilidade empirica.
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® EEGI1 (Liang e Zeger, 1986):
® Trata o como parametro de perturbac3o.
® Mantém consisténcia mesmo com Ry (a) mal especificada.
® Possivel perda de eficiéncia.

® EEG2 (Prentice e Zhao, 1991):
® Estima conjuntamente 3 e a.
® Exige correta especificacdo de Ry () para eficiéncia 6tima.
® Preferivel quando a estrutura de dependéncia é de interesse cientifico.
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I Aplicacao das EEGs em Modelos de Regressao Beta

Modelagem do Parametro de Posicao:

® Suponha que a resposta yj; siga uma distribuicdo beta:

yij ~ B(wij, ¢),

sua densidade é dada por:

Densidade de Probabilidade

s _ r(¢) pié=1 1 \(1—py)¢—1
p(YU':qu(b) = r(,uuqb)r((l — ,UU)Qb) Yij (1 yu) M ) (12)
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Introducdo Distribt EEGs Aplicacdo na Regressido Beta

I Modelagem do Parametro de Posicao

Funcdo de Ligacido e Componente Sistematico:

® Modelagem da média yj; por meio de uma funcdo de ligacdo g(-):

g(uip) = x; B = 1y

® x;: vetor de covariaveis.

® [3: vetor de pardmetros desconhecidos.

EEGs em Modelos de Regressdo Beta para dados de medidas repetidas.
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I Modelagem do Parametro de Posicao

Definicdo das Funcdes de Estimac3o:
e Definicdo simples:
b; = yi — pi.
Quando as observagdes sdo independentes, os vetores b; ndo pertencem a classe L(b).

e Transformacdes para garantir propriedades regulares:
% *
bj =y; — u;

onde yf e p* sdo transformacSes das observacdes e da média, respectivamente. Essas
transformacdes garantem que os vetores tenham média zero, sejam independentes e
incluam a funcdo escore do modelo beta classico.

EEGs em Modelos de Regressdo Beta para dados de medidas repetidas.
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I Modelagem do Parametro de Posicao

Equacdes de Estimacdo para 3:
® Dessa forma, as equacdes de estimacdo para o pardmetro (3 sdo formuladas a
partir da densidade marginal de yj;; (Equacdo 12) e do componente sistematico
(Equagdo 13), adotando a definicio:

n

wP(B) =D X[ AiCov(bi) ™ (v; — uf).
i=1
e X;: matriz das covariaveis.
® A;: matriz de sensibilidade.

® Cov(bj): matriz de covariadncia dos vetores b;.

EEGs em Modelos de Regressdo Beta para dados de medidas repetidas.
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I Modelagem do Parametro de Posicao

® Sob as condi¢Ses do Teorema 1, de Venezuela (2008), o estimador /6 definido
como a solugdo da equagdo de estimagdo W{(3 ) =0, & consistente e possui a
distribuicdo assintdtica
n —i
V(B —B) 2 N, | 0, lim n [ ST XTA; Cov(b) 1 AX;
n—0o0
i=1
® Na pratica, como a verdadeira matriz de correlacdo é geralmente desconhecida,
segue-se a proposta de Liang e Zeger (1986) e define-se uma matriz de correlacdo
de trabalho, R(a), que possui dimensdo t x t e satisfaz as condi¢Bes necessarias
para ser uma matriz de correlacio. Essa matriz é caracterizada por um vetor de
pardmetros a de dimensdo s x 1 e ndo precisa coincidir com a verdadeira matriz
de correlagdo dos y?.
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I Modelagem do Parametro de Posicao

Matriz de Correlacdo de Trabalho R(«):

® Dessa forma, a funcdo de estimacdo generalizada adotada torna-se:

n n
Wi(8) = D X[ A (v — i) = D XT Wi A by, (14)
i=1 i=1
° 0 = A,%/z R(e) A%/z é a matriz de covaridncia de trabalho.

o W, =A; Q,Tl A; sdo os pesos.
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Universidade Federal do Ceara, Depart. de Estatistica e Matematica Aplicada



Introducdo Distribuicdo Beta Regressdo Beta EEGs Aplicacdo na Regressdo Beta Diagnéstico Referéncias

I Modelagem do Parametro de Posicao

® Nota-se que, uma vez que a especificacdo de R(a) pode impactar a eficiéncia dos
estimadores sem afetar sua consisténcia, & necessario obter, por meio de métodos
de estimagdo (por exemplo, o0 método dos momentos), estimativas consistentes
para « e para ¢. Quando tais parametros adicionais so incorporados ao
procedimento, o estimador de 3 mantém propriedades desejaveis (como
consisténcia e normalidade assintética), desde que as condi¢cdes do teorema 1
sejam satisfeitas (VENEZUELA, 2008).
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I Modelagem do Parametro de Posicao

® A matriz de covariancia de 3 pode ser consistentemente estimada por meio do
estimador robusto (ou “sandwich”), expresso por:

-1 n n -1

It = Zs SOXTA Q7 bl Q1A X TS,
i=1 i=1
® Quando a matriz de correlacdo de trabalho R(ax) coincide com a verdadeira matriz

de correlacdo dos y?, o estimador robusto se reduz a forma «naive» ou
«model-based »:

EEGs em Modelos de Regressdo Beta para dados de medidas repetidas.
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I Modelagem do Parametro de Posicao

Processo Iterativo para Estimacdo de 3, ¢ e a:

® O processo iterativo proposto para a estimacdo dos pardmetros 3, ¢ e a combina
o método scoring de Fisher para (3 com o método dos momentos para « e ¢.
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I Modelagem do Parametro de Posicao

Estimacdo de 3:

® Expandindo a fun¢do de estimacdo W1(3) em torno de um valor inicial B,
obtém-se a atualizac3o iterativa dada por:

~ -1
~ ~ oW+ (3(m ~
gty —gim g [PTBT) Ly gm)y
B
B + & 1Y XWX > OXTWi A b (15)
i=1 i=1
para m = 0,1,2,.... Nessa expressdo, todos os componentes (matrizes e vetores) sdo

atualizados a cada iteracdo com base nas estimativas correntes de 3, ¢ e .
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I Modelagem do Parametro de Posicao

® Uma formulacdo alternativa do processo iterativo, utilizando o procedimento de
minimos quadrados reponderados, expressa a atualizacio de 3 por:

i 10, (m)
B\(m—i—l) _ Z X,T\TV,'X; ZX,TVA\/;Z; 5 (16)

em que a variavel dependente modificada é definida por

zj = i + A; 'b;.
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I Modelagem do Parametro de Posicao

Estimacdo de ¢:

® Adicionalmente, utilizando o método dos momentos e considerando que

Var(y;) = Z(ﬁﬁ,

a estimac3o de ¢ no m-ésimo passo é dada por:

2 -1
n t _ ’\(m)

~ Yij — K
M) = ZZ A(r:)(l _JA(m)) (nt — p) —-11. (17)

Hij
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de Posicao

Estimacdo de a:

® O procedimento permite especificar diferentes estruturas de correlacdo para
observacdes repetidas, com estimadores desenvolvidos para a matriz de correlacio
R(e). As configuracdes incluem:

EEGs em Modelos de Regressdo Beta para dados de medidas repetidas.
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I Modelagem do Parametro de Posicao

Matriz de Correlacio Padrido Uniforme:

® Nesta estrutura, assume-se que
Corr(b,-j, b,'/) = Q, Vj 75 l.
® A estimativa de o no passo m é dada por:

n t
>_>_bibi

i=1 j>I

n t
> 8

i=1 j=1

alm —

EEGs em Modelos de Regressdo Beta para dados de medidas repetidas.

Universidade Federal do Ceara, Depart. de Estatistica e Matematica Aplicada



Introducdo Distribuicdo Beta Regressdo Beta EEGs Aplicacdo na Regressdo Beta Diagnéstico Referéncias

Matriz de Correlacdo AR-1:

® Assume-se que _
Corr(bjj, byy) = alJ_ll, 1<, 1<t

® Um estimador simples para « é:

( (m)
n t—1
2D bibija
- i=1 j=1
alm —
n t—1 n t
2 2
I ARDIII
i=1 j=1 i=1 j=2
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Matriz de Correlacdo Nao Estruturada:

® Aqui, o vetor a = (12, 13, . . .,cyt,“)—r possui t(t — 1)/2 componentes, onde
cada o representa a correlagdo entre bj; e bj para j < /. Assim, estima-se:

, ) (m)
Z E;J'E,'/
a(m) _ i=1
Jl n n
PICANOIL
\ i=1 i=1
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I Modelagem do Parametro de Posicao

Procedimento Pratico para Estimacao:
® |nicialmente, supondo independéncia entre as observacées dentro de cada unidade
experimental, ajusta-se um modelo de regressdo linear de g(y) sobre X mediante
minimos quadrados ordinarios. Nesta etapa, os pardmetros a e ¢ n3o sio
considerados.

® Com as estimativas iniciais de 3 obtidas na etapa anterior, procede-se a estimacdo
iterativa de 3 e ¢ utilizando as equagdes (16) e a férmula para ¢.

® Por fim, especifica-se uma estrutura de correlaco de trabalho, R(a). Se essa
estrutura for, por exemplo, a de independéncia, os valores finais de 3 e ¢
correspondem aos obtidos na etapa anterior. Caso contrario, estima-se os
pardmetros v e, em seguida, reestima-se 3 e ¢ de forma iterativa até que haja
convergéncia.
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I Aplicacao das EEGs em Modelos de Regressao Beta

Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicdo e Precisdo:

® Suponha que a resposta yj; siga uma distribuicdo beta:

yij ~ B(uij, ¢if)s

sua densidade é dada por:

Densidade de Probabilidade

P(yij;ﬂijv¢ij) = r(NU¢U)r((1 _ NU)¢U)yU
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I Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Componentes Sistematicos para Média e Precisao:

e Consideramos que o componente sistematico que modela a média permaneca o
mesmo, conforme a Equacdo (13):

g(uij) = %8 =

® Para que o parametro de precisio também seja modelado, define-se um
componente sistematico para ¢;; como:

f(oy) = qu = 0jj (19)

® q;;: vetor de covariaveis.

® v=(7,...,7)": vetor de parametros desconhecidos.
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odelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Funcdes de Estimacdo para Modelagem Conjunta:

® A construcdo das equacdes de estimacdo para o modelo conjunto leva em
consideragdo a densidade marginal em (18), os componentes sistematicos
(Equagdes (13) e (19)) e utiliza os vetores

bl:y;‘< _l'l’;ku

onde y* e u} sdo as versSes transformadas que garantem as propriedades
necessarias para a construcdo das funcdes de estimacdo.
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I Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Construcido das Equactées de Estimac3o:
® Assumindo a correlacio entre as observacdes da mesma unidade, a funcio de
estimacdo 6tima para os parametros conjuntos, definidos como 8 = (37,~7")T, é
dada por

o (X Gi®A; . = :
v30) =3 (Fme ) [ARODA i w) @)

i=1
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sendo:
o Xi=(xi1,...,%it)";
* @; = diag(dit,- - ., dir);
* A; =diag(ai1, ..., air), com aj = ' (uj¢i) + ' (1 — pij)ey);

c g (mi g~ (mie
° G,-:d|ag< ganflm),..., ganft" ));

)T.

* Qi = (91,9
C; = diag(cit, - - -, Git), com ¢ = i (i) — (1 — pi)' (1 — pij)9if):
Fj = diag (2gn), .., 850},

o it
® R(y?) é a verdadeira matriz de correlagdo associada a y;.

i
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I Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

® Sob as condi¢Bes do Teorema 1 de Venezuela (2008), a solucdo 6 de \Ifg(é) =0é
um estimador consistente para 6, e temos que

n T
~ D . XITG;(I','A,' 1 X,—-l—Gi‘I’iAi
Vn(6—0) = Npiq |0, lim Zl< Q/ FiC; >C°V(b") ( Q/FiC; )

Como na modelagem somente do pardmetro de posic3o, substitui-se a verdadeira
matriz de correlagdo por uma matriz de correlagdo de trabalho, R(«), que
satisfaca as condicdes para ser uma matriz de correlacdo, onde o vetor «, de
dimensdo (s x 1), a caracteriza completamente. Note que essa matriz de trabalho
ndo precisa coincidir com a verdadeira matriz de correlacdo dos y;.
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I Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Matriz de Correlacdo de Trabalho R(«):

® Logo, € tem sua funcio de estimacio generalizada dada por:

Wo(0) =Y MIAQ b => MW, Alb; (21)
i=1 i=1
(X 0 [ G®A;
(% q) +a-(FE)
* Q= A/’R(a)A}? oW, =AQ AT
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I Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

® O estimador robusto da matriz de covaridncia de 8 é dado por
n -1 n n -1
7-1 R TAR.O- 1R RTA-L <
J,1=3>"5 D OMIAQThb ATIM B> TS
i=1 i=1 i=1
obtida substituindo @ e « por suas estimativas consistentes.

® Quando R(a) coincide com a verdadeira matriz de correlagdo, o estimador robusto
se reduz a forma «naivey:

1

=138
i=1
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odelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Processo Iterativo para Estimacdo de 3, v e a:

® O processo iterativo para calcular @ = (37,77)T e @, combina o método scoring
de Fisher para os parametros de regressio @ = (37,47)" com o método dos
momentos para a estimacdo dos pardmetros de correlacdo a.
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I Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Estimacio de 6:

® Expandindo a EEGs dada na Equagdo (21) em torno de um valor inicial

~

00 = (BOT FOTYT "o processo iterativo para atualizar 8 & dado por:

n =1 n (m)
o) =™ + LIS Miwimg | (> M,-TVA\/,-K,._TE,-] (22)
i=1 i=1
para m=0,1,2,..., onde as matrizes M; apresentam as derivadas dos preditores

lineares em relacdo a 0, e W, é a matriz de pesos baseada na estrutura de
correlacdo de trabalho.
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® Essa atualizacdo também pode ser reescrita como um procedimento de minimos
quadrados reponderados:

] . (m)
glm+1) — Z I\/I,TVAV,'M,' Z M,TVA\/,-Z,- ) (23)
i=1 i=1

onde a variavel modificada z; é definida por

zi=U; + K?T/b\,', com vi= ("(;I:) .
i
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odelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Estimacdo de a:

® Para a estimacio dos parametros de correlacdo, «, que determinam as correlacdes
entre yi: e y; (para j # /), utiliza-se o procedimento descrito anteriormente.
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I Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Procedimento Pratico para Estimacdo Conjunta dos Parametros 3, v e o

® Supondo independéncia entre as observacdes, ajusta-se um modelo de regressio
linear de g(y) sobre X e outro de f(¢) sobre Q por minimos quadrados ordinarios.
® Para o parametro de precisdo, utiliza-se:

= ) - 17
ij
sendo: )
sz 12
i = g1 (18 ) &G
Fbij g XU MQO S O'U n—p o
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I Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Estimativas Iniciais e Estrutura de Correlacio:
e Com as estimativas iniciais B(O) e 4(9), define-se uma estrutura de correlacio de
trabalho, R(a).
e Estima-se uma primeira aproximacio de «, denotada por a9, utilizando os
componentes do vetor b;.
® Em seguida, procede-se iterativamente a atualizacdo dos pardmetros. Inicialmente,
estima-se 3 e ~ separadamente.
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I Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Atualizacao lterativa dos Parametros:

® Atualiza-se 3 por:

com
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Diagnostico Referéncias

EEGs Aplicacdo na Regressido Beta

Introducdo Distribuicdo Beta Regressdo Beta

e E atualiza ~ por:

n -1 n (m)
Am) = QWLQi| [ QI Wyzyi| o (25)
i=1 i=1
com 1
\TVW; = E;E;ﬁ?leiﬁ,’ € Zyj= 3\; + (E,/F\,) b;.
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odelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Iteracdo até Convergéncia:
® As atualizacdes de 3, v e v prosseguem iterativamente até a convergéncia dos
estimadores.
e Utiliza-se o processo iterativo conjunto com as estimativas iniciais 3(0), () ¢
a9, repetindo até a convergéncia de 3 e ~.
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I Analise de Diagnéstico Para Dados de Medidas Repetidas

e Verificacdo das suposicBes assumidas no ajuste.

Identificacdo de possiveis violacBes.

Deteccdo de observacdes influentes.

Complexidade aumentada devido 3 estrutura de correlacdo intragrupo.
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I Medidas de Diagnéstico

® Baseadas em um processo iterativo reponderado.
e Estimacdo dos parametros de regressdo 6:
® Modelagem da média: 8 = 3.
® Modelagem conjunta da média e dispersdo: 8 = (B7,~")"
® As medidas de diagnéstico resultantes serdo vetores de dimens3o:
® N x 1 quando 6 = 3;
® 2N x 1 quando 8 = (BT,v")T
(com N = nt).
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I Processo Iterativo Reponderado

® Processo iterativo para estimacio de 0:

- (m)
gim+1) — Z M,TVAV,'M; Z I\/I,TVA\/,-Z,- (26)
e M;=X;se 0= ,Boul\/l,—[i()' (g_]seOZ(BT’,YT)T

. W, = A,0-1A,
.Z;:A,—I—K 1/b\,,comu,—Mé?
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I Convergéncia do Processo Iterativo

® Convergéncia do processo iterativo leva a estimativa de 6:
6 =(M"WM) 'MWz (27)
e M=(M/,....MT
o W= diag(W1q, ,Wn)
¢z= (Zl—v 7Zn—r)—r
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I Ponto Alavanca Baseado na Matriz de Projecao

® A estimativa @ pode ser interpretada como a solucdo de minimos quadrados da
regressao normal linear de W1/2z, considerando W/2M como matriz de
planejamento. Assim, o residuo ordinario é dado por

ro = WY2(z — D) = (I — H)W'/?z, (28)
e onde v = (7] ,..., 0] )7
com

, | € a matriz identidade e H é uma matriz bloco diagonal,

Hy = Wi/2M;(MTWM) 1M W2, (29)
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I Ponto Aberrante Baseado no Residuo Padronizado

1

¢ Assumindo que Cov(z) ~ W™, a matriz de covariancias de rp pode ser

aproximada por:
Cov(rp) = Cov <VAV1/22 = W1/2M§>
= Cov (vT/l/zz - vA\/1/2M(MT\TVM)*1MT\Tvz>
= (I — H)W/2 Cov(z) WY/2(1 — H) = (1 — H).
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e Como os elementos de rp possuem varidncias distintas, o residuo padronizado para
a observacdo yj; é definido por:

T \Ar1/2 -~ T \W1/28 -1R
e(,.J.)W / (z—7) B e(,.J.)W 2A-1b

(rpp)ij = Sk = (30)
em que:
e A= diag(ﬂl, e K,,),
eb=(bJ,....,b])7,

® e(jj) € um vetor de tamanho conveniente com valor 1 na posicdo correspondente a
observacdo y;; e 0 nas demais posicdes,
® hj; é o j-ésimo elemento da diagonal principal de H;, com i=1,...,ne
j=1,...,t.
Observacdes com residuos padronizados excessivamente grandes podem indicar a pre-
senca de pontos aberrantes.
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I Ponto Influente Baseado na Distiancia de Cook

® Um ponto influente possui um perfil distinto na variavel resposta e um valor
elevado na matriz de projecdo H.
® Para identificar essa influéncia utiliza-se a distancia de Cook (COOK, 1977), que
mede o afastamento entre:
® As estimativas do vetor paramétrico com todas as observaces (0).

-~

® As estimativas sem a observacdo y;; (5(,1)) ondei=1,...,nej=1,...,t.

® Como nio é viavel obter O(U) de forma fechada, utiliza-se uma aproximac3o.
® Aproxima-se 6;;y com a primeira iteracdo do método scoring de Fisher, iniciando
em 6.

® Essa abordagem foi introduzida por Pregibon (1981) e é adaptada para modelos de
regressdo com medidas repetidas.
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® Tal adaptacdo é expressa da seguinte forma,

I N
O = 90— Thy :

® Consequentemente, a distancia de Cook, ao excluir a observacdo y;;, é definida por:

L (31)

l & & TUTRME A 2
(DC),J = 3(9 — O(U)) M VVM(9 — 9(’1)) = (rpD),-J- d(l — h,‘j)
® Graficos de (DC);; em fun¢do do indice i sdo Gteis para identificar pontos
altamente influentes. Dessa forma, a distancia de Cook permite detectar pontos
influentes ao avaliar o impacto da exclusdo de cada observacdo.
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I Selecao de Modelos e de Matriz de Correlacao de Trabalho

e Critério de Informacdo de Akaike (AlC)

® Selecdo do modelo mais parcimonioso.
® Minimizacdo da discrepancia entre modelo candidato e verdadeiro modelo.

® Definicdo do AIC:

AIC = —2¢ (B) +2p

sendo,
® /(-) o logaritmo da fun¢o de verossimilhanca associada aos dados;

® 3 o estimador de maxima verossimilhanca do modelo candidato;
® p a dimens3o do vetor de pardmetros 3.
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I QIC - Quasi-likelihood under the Independence model Criterion

® Limitacdo do AIC em EEGs:
® N3o se baseia diretamente em verossimilhancas.
® Motivacdo para o QIC:
® Ao assumir independéncia entre as observacdes, as equacdes de estimacdo de Liang

e Zeger (1986) sdo equivalentes a funcdo quasi-escore (McCullagh e Nelder, 1989).
® No caso da familia exponencial, equivalem a funcio escore correspondente.

* Proposta de Pan (2001) - QIC:
® Meétodo atil para selecio de modelos e escolha da matriz de correlacdo de trabalho.
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QIC - Quasi-likelihood under the Independence model Criterion

e Definicio do QIC:
QIC(R) = —2¢ (B(R)) 4 2tr (§J;,§.) (32)

sendo,

£(-): Logaritmo da funcdo de quasi-verossimilhanca.
B(R): Estimador de (3 sob a matriz de correlacdo R.
§,: Matriz de sensibilidade.

j;,%: Inversa da matriz de varidncia robusta.
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I Simplificacao do QIC

® Quando especificacbes do modelo via EEGs estdo corretas:
® S, e J;Rl sdo assintoticamente equivalentes.

® tr (glj;,%) 2
® Medida simplificada QIC:

QICs(R) = —2¢ (B(R)) +2p (33)

® Adequada para selecio de covariaveis.
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I Validade das Medidas QIC e QIC

® Medidas QIC e QICs sdo validas quando:
® Parametro de dispersio ¢! & conhecido e Gnico.
e Caso ¢! desconhecido:

® QIC é calculado utilizando o maior valor estimado para ¢! dentre os modelos
candidatos.

® QIC, é calculado utilizando valor estimado de ¢~ do modelo ajustado com todas as
covariaveis.
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