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1 Introducao

Estudos longitudinais — ou estudos com medidas repetidas — sao caracterizados pela
coleta sequencial de dados em multiplos momentos ao longo do tempo para os mesmos
individuos ou unidades amostrais. Essa abordagem possibilita o acompanhamento da
evolucao dos sujeitos, fornecendo uma visao dindmica dos fenémenos, mas também impoe
desafios analiticos importantes, pois as observacoes realizadas em momentos distintos para
o mesmo individuo geralmente exibem correlagao intrinseca.

A nao aleatorizacao na ordem das observacoes, inerente ao desenho longitudinal, impede
a aplicacao direta de modelos de regressao classicos que assumem independéncia entre as
observacoes. Ademais, essa modalidade de estudo pode apresentar problemas praticos,
como espagamentos irregulares entre as medi¢oes, auséncia de dados em determinados
momentos (dados censurados ou faltantes) e outros “inconvenientes” relacionados a coleta
ao longo do tempo.

Para lidar com a dependéncia entre as observagoes e possibilitar a analise adequada dos
dados, as Equagoes de Estimacao Generalizadas (EEGs) de Liang e Zeger (1986) surgiram
como uma ferramenta robusta. Essa abordagem baseia-se na utilizacao de modelos de
quasi-verossimilhanga, conforme discutido por Wedderburn (1974), e fundamenta-se na
especificacao das distribui¢coes marginais da variavel resposta, seguindo o paradigma dos
Modelos Lineares Generalizados (NELDER; WEDDERBURN, 1972). Dessa forma, nao ¢
necessario conhecer a distribui¢ao conjunta dos dados, focando-se apenas nas caracteristicas
marginais, o que ¢ particularmente til quando se trabalha com dados correlacionados.

Quando a variavel resposta assume valores continuos restringidos ao intervalo (0, 1) —
como proporgoes, taxas e indices percentuais —, a literatura tem adotado frequentemente o
modelo de regressao beta proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Nesse contexto, os
autores introduziram uma nova parametrizacao da distribuicao beta, na qual a média é
modelada por meio de um componente sistematico e um parametro adicional, denominado
parametro de precisao. Este, diferentemente do parametro de dispersao encontrado em
outros modelos, permite capturar com maior acuracia a variabilidade esperada para
respostas que naturalmente se restringem ao intervalo (0, 1).

Portanto, o presente relatorio tem como objetivo explorar a aplicagao das Equagoes
de Estimacao Generalizadas em modelos de regressao beta voltados & anélise de dados
longitudinais. Para tanto, o trabalho esta estruturado de modo a, inicialmente, apresentar
a distribuicao beta (Secao 2), elemento fundamental para compreender a regressao beta,
cuja abordagem detalhada ocorrera na Se¢ao 3. Em seguida, serao discutidos os principios
teoricos das EEGs, enfatizando suas limitagoes, desafios e as vantagens que essa metodologia
oferece para a modelagem de variaveis continuas restritas ao intervalo (0, 1).

2 Distribuicao Beta

A distribuicao Beta é parte fundamental do pressuposto do modelo desenvolvido por Ferrari
e Cribari-Neto (2004). Ela é bastante flexivel para a modelagem de propor¢oes, pois sua
densidade pode ser ajustada de acordo com os parametros associados a distribui¢ao. A
sua funcao densidade é dada por:

p _ _
f(y;p,q):—wyp T1—y)t, 0<y<i1
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onde p > 0, ¢ > 0, e I'(+) representa a fun¢do gama:

['(2) :/ t=le b dt,
0

sendo z um nimero complexo com parte real positiva. Para ntimeros naturais, I'(z) =
(z — 1)!, estendendo o conceito de fatorial.

Valores maiores de p resultam em maior concentracao dos valores de y proximos a 1.
Se p for pequeno a distribuicao terd maior concentracao perto de 0. O mesmo ocorre de
forma inversa para o parametro ¢. Quando p = ¢, a distribuicao é simétrica.

Figura 1: Funcgoes densidade de probabilidade e distribuicao acumulada da distribuicao
Beta para diferentes parametrizacoes de p e q.
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Casos especiais

e Distribuicao Uniforme: Quando p = ¢ = 1, a fun¢ao densidade de probabilidade
da distribuigao Beta torna-se constante em todo o intervalo (0, 1).

e Distribuicao U-Shaped: Quando p,q < 1, a densidade apresenta maior concentra-
¢ao nas extremidades, resultando em uma forma de “U”.

e Distribuicao Concentrada no Centro: Quando p,q > 1, a densidade apresenta

. o~ . L, . -1
um pico na regiao central, com valores mais frequentes proximos de y = -£—.
) p+q—2

A média e a variancia de y sao, respectivamente,

p

E(y) = i (2.1)

pq
(P+a)P+a+1)
As distribui¢oes Beta sao altamente versateis, permitindo a modelagem de uma ampla
variedade de incertezas de forma eficaz. Essa flexibilidade incentiva sua utilizagao empirica

Var(y) = (2.2)
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em diversas aplicagoes praticas. Diversas aplicagoes da distribuicao Beta sao discutidas
por Bury (1999) e por Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995). No entanto, essas aplicagoes
geralmente nao exigem que o profissional imponha uma estrutura de regressao para
a variavel de interesse. A proposta de Ferrari e Cribari-Neto (2004) ¢ investigar o
comportamento de uma variavel que segue uma distribuicao Beta em relacao a outras
variaveis explicativas, permitindo assim a construcao de modelos preditivos mais ’simples
e adequados para dados restritos ao intervalo unitario.

Y

3 Regressao Beta

A distribuicao Beta tradicional é parametrizada por dois parametros de forma, p e q. Ferrari
e Cribari-Neto (2004) introduziram uma nova parametrizagdo para essa distribuicao,
incorporando um parametro de posigao (i) e um parametro de precisao (¢). Esses
parametros estao relacionados a p e ¢ pelas seguintes equagoes:

p
(p+q)

p= p=p+aq.

Com isso, podemos expressar p e ¢ em funcao de u e ¢:

p=pp e q=(1-p)
A nova parametrizacao permite expressar a média e a variancia de y de forma mais

ituitiva:
E(y) = u,

(1 —p)
14+¢
Aqui, ¢ controla a dispersao dos dados: valores maiores de ¢ reduzem a variancia,
concentrando os valores em torno de .
A densidade de probabilidade da distribuicao Beta, na nova parametrizacao, é dada
por:

Var(y) =

F(¢> —1 1— —1

flysp¢) = YOy <y < L (3.1)
L(uo)l((1 = p)o)

Para evitar problemas com valores extremos (proximos de 0 ou 1), Cribari-Neto e Zeileis

(2010) sugerem a transformacao y* = (y- (n — 1) +0.5)/n, onde n é o tamanho da amostra

(SMITHSON; VERKUILEN, 2006).
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Figura 2: Efeito do aumento da precisao (¢) na forma da distribui¢do Beta reparametrizada
para diferentes valores de pu.
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NOTA: Imagem adaptada de Ferrari e Cribari-Neto (2004).

A regressao beta modela a média pu; da variavel resposta y; como uma combinac¢ao
linear de covariaveis, utilizando uma fungao de ligagao g(-):

k
Q(Mt) = Z%vﬂz = M, (3-2)
i=1

onde 7, é o preditor linear. A fungao g(-) deve ser monotonica e diferenciavel. As fungoes
mais comuns incluem:

Ligacao Logito

B Het _ e h)
9(p) = log (1 —m) s T T ep(x B)

Ideal para propor¢oes, com interpretagao direta em termos de razao de chances (COLLETT,
2003).

Ligacao Probito
g(e) = D7 (), = @(x( ),

onde ®(-) é a fungao de distribui¢do normal padrao. Util para dados com comportamento
semelhante ao modelo probito classico.

Outras ligacoes sao: cauchit, log, log-log e complementar log-log, cada uma com
interpretagoes especificas para diferentes contextos (COX; SNELL, 1989).
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O logaritmo da funcao de verossimilhanca para n observacoes independentes é dado
por:

n

(B, ¢) =Y [logT(¢) — log T (@) — log (1 = 1)) + (ep — 1) log yr+ (3.3)

{(1 = ) — 1} log(1 — )]

Essa fungao ¢ maximizada para obter os estimadores de maxima verossimilhanca (EMV)

de B e ¢.

Os EMYV sao obtidos resolvendo as equacoes de verossimilhanca:

Us(B,¢) = ¢X T(y* — u*) =0,

n

Us(B,0) =D [ly; — py) +1og(1 = y) — (1 = pu)$) + ()] = 0,

t=1

onde y; = log(ye/(1 = w)), 1i = (o) — (1 — )d), e () & a fungiio digama. A
solugao requer métodos numéricos como Newton-Raphson (FERRARI; CRIBARI-NETO,
2004).

A matriz de informagcao de Fisher para o modelo é:

HXTWX XTTC) | (3.4)

K(ﬁ, ¢) = ( c'TTX tr(D)

Com as matrizes e vetores utilizados na expressao (3.4) sendo definidos da seguinte forma:
e W = diag{wy,...,w,}, com:

= 60 (0) + (1 = 1))} s

onde ¢/(+) é a fungao trigama, ou seja, a segunda derivada da fungao digama;

e c=(cy,....,c,) ", com:
ce = Y (ed)pe — V(1 = pe) ) (1 — 1) };
e D = diag{dy, ..., d,}, com:

de = V' () + U (1= pe) ) (1 — p1e)* — ¥/'(9).

Importante notar que os parametros [ e ¢ nao sao ortogonais. Essa nao-ortogonalidade
implica que a estimativa de um parametro influencia a variabilidade do outro, tornando a
analise mais complexa.

A matriz inversa K=1(3, ¢), descrita em Ferrari e Cribari-Neto (2004), permite calcular
os erros padrao assintoticos dos estimadores de méxima verossimilhanga. Sob as condi¢oes
usuais de regularidade para estimativa de méxima verossimilhanca, quando o tamanho da

amostra é grande,
(5) 60 ((2) )
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4 Equagoes de Estimagao Generalizadas (EEGs)

Enquanto os Modelos Lineares Generalizados (MLGs) e a Regressao Beta (Secao 3)
pressupoem independéncia entre observagoes, estudos longitudinais exigem métodos que
incorporem a correlagao intraunidade. As EEGs, introduzidas por Liang e Zeger (1986),
focam nas distribuigoes marginais da variavel resposta, evitando a complexidade da mode-
lagem conjunta. Essa abordagem, baseada em quasi-verossimilhanca, produz estimadores
consistentes e assintoticamente normais sob condigoes regulares.

4.1 Formulacao das Equacoes de Estimacao

As Equagoes de Estimacao Generalizadas (EEGs) estabelecem um sistema de equagoes
que garantem o equilibrio entre valores observados e preditos através de trés componentes
fundamentais:

e Funcao de Ligacao: Conecta a média marginal p;; ao preditor linear n;; via
9(ij) = %8,
onde ¢g(-) ¢ uma fun¢ado monotodnica e diferenciavel (e.g., logito, probito).
e Funcao de Variancia: Especifica a heteroscedasticidade dos dados através de
Var(yi;) = ¢~ 'v(pij),
sendo v(j;;) a funcdo de variancia, e ¢ o parametro de escala.
e Matriz de Covariancia de Trabalho: Modela a dependéncia intraunidade por
V, = AR, (a)A}?,

sendo A; = diag(v(us1), - .-, v(iir;)) @ matriz de varidncias marginais.

O sistema de equacoes é formalizado por:
ZDiTVi_l(Yi — i) =0,
i=1

onde:
e D, = X;G; ¢ a matriz de sensibilidade, com G; = diag(¢'(ti1), - .-, 9 (1))

o V.~ ! pondera os residuos considerando a estrutura de dependéncia.

4.2 Estrutura de Covariancia de Trabalho

A matriz de covariancia de trabalho Qyy, é construida como:

Qu, (@, ) = dA "Ry (@) A},

)

onde Ry () é uma matriz de correlagao parametrizada. Quando Ry () coincide com a
matriz de correlacao verdadeira, temos:

Qw, = Var(y;).

A escolha de Ry () afeta a eficiéncia, mas nao a consisténcia dos estimadores.

9
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4.3 Estimacao dos Parametros

Os estimadores de 3 sao obtidos via algoritmo iterativo:

" -1
B =B+ S XTAL mw.@(h))rl&h)x"]
=1

x [Z XT AL 0w, (0] fyi — X B(h))]] SENCRY

onde A; = diag(Ou;;/0n;;) ajusta as ligacoes nao lineares.
Sob condigoes de regularidade, a distribuicao assintética é dada por:

V(B —B8) B N, (0,A7Y),
em que

A~ = lim nS™* [i XZ.TAi[QWi(H)]1V(yi)[QWi(0)]1AiXi] S

n—oo
i=1
e sua matriz de covariancia ¢ robusta (estimador sanduiche):
A'=S"'BS,

co1:

i=1

n

i=1
onde S representa a informacao de Fisher observada e B captura a variabilidade empirica.
Notavelmente, quando Ry, () esta corretamente especificada, B ~ S, simplificando A1
para S7!.

4.4 Abordagens EEG1 vs. EEG2

e EEG1 (LIANG; ZEGER, 1986): Trata a como parametro de perturbagcao.
Mantém consisténcia mesmo com Ryy(a) mal especificada, porém com perda de
eficiéncia.

e EEG2 (PRENTICE; ZHAO, 1991): Estima conjuntamente 3 e c. Exige correta
especificagao de Ry () para eficiéncia 6tima, sendo preferivel quando a estrutura
de dependéncia é de interesse cientifico.

5 Aplicacao das EEGs em Modelos de Regressao Beta
para Medidas Repetidas

Nesta secao, exploramos a implementacao das Equacoes de Estimacao Generalizadas
(EEGs) em modelos de regressao beta, abordando o tratamento de dados longitudinais

10
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— ou seja, dados provenientes de medidas repetidas — onde a resposta assume valores
no intervalo (0, 1). Inicialmente, focamos na modelagem do parametro de posi¢ao, que
relaciona a média da resposta com as variaveis explicativas. Em seguida, consideramos a
modelagem conjunta dos parametros de posi¢ao e precisao, permitindo que a variabilidade
dos dados seja capturada por meio de um componente adicional.

5.1 Modelagem do Parametro de Posicao

Para variaveis resposta que estao restritas ao intervalo (0, 1), o modelo de regressao beta
reparametrizado, conforme proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004), apresenta-se como
uma abordagem natural. Suponha que, para a i-ésima unidade experimental (i = 1,...,n)
e para a j-ésima observacdo (j = 1,...,t), a resposta y;; siga uma distribuicao beta:

Yij ~ B(Nija¢):

onde f1;; representa a média e ¢ ¢ o parametro de precisao, assumido inicialmente conhecido
e constante para todas as observacoes. A densidade dessa distribui¢ao é dada por:

I'(¢) o1 e
PO gy Y (Lmw) 1)

A modelagem da média ji;; relaciona-a as covaridveis por meio de uma fungao de ligagao
g(+) (monoténica e duas vezes diferenciavel). Assim, define-se o componente sistematico
como:

p(Yis; pij, @) = I

T
g(piz) = nij = x5, (5.2)

onde x;; € o vetor de covariaveis correspondente a j-ésima observagao da i-ésima unidade

eB3=(Bi,...,53)" &o vetor de parametros desconhecidos, com p < n.

Na construcao das equagoes de estimagao para modelos de regressao beta com medidas
repetidas, é essencial definir fungoes de estimacao que possuam propriedades regulares,
isto é, que os vetores de erro tenham média zero, sejam mutuamente independentes e
satisfacam condigoes de regularidade. Inicialmente, pode-se considerar a definicao simples

b; =y — wi,

para
y: = (Z/z‘h e 7yit)T € M= (Mﬂ, . 7,LLit)T-

Contudo, quando as observacoes de uma mesma unidade experimental sao presumidas
independentes, esses vetores b; nao englobam, na classe L(b).

Para contornar essa limitacao e formular equacoes de estimacao capazes de generalizar
tanto o caso de correlacao intraunidade quanto o de independéncia, propoe-se definir:

sendo
Yi=hou) e o= ()

sao transformacoes das observacoes e da média, respectivamente, escolhidas de modo a
garantir que tais vetores possuam média zero, sejam mutuamente independentes e incluam
a funcao escore do modelo beta classico.

11
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Dessa forma, as equagoes de estimacao para o parametro 3 sao formuladas a partir
da densidade marginal de y;; (Equacg@o 5.1) e do componente sisteméatico (Equagao 5.2),
adotando a definicao:

(B) =Y X[ A; Cov(b) ™ (y; — ). (5.3)
i=1
Nesta expressao:
o X; = (Xj1,...,%X)" éa matriz das covariaveis;

e A, =9 G;A;, onde

) A9~ (i) 39_1(%))
G, =diag | ———,..., ———=
& ( O Onit
e
Ai = dlag (Clil, ey Clit) s
com cada

ai; = ' (k@) + (1 — pig)d);
e Cov(b;) é a matriz de covariancia dos vetores b;, expressa em termos da transformagao
y; como

Cov(b;) = Var(y})'*R(y;) Var(y;)"/* = A;* R (y]) A%,

3 K3

onde R(y}) é a verdadeira matriz de correlagao das transformagoes y;.

Sob as condi¢oes do Teorema 1, de Venezuela (2008), o estimador ,[/3\, definido como
a solugao da equacao de estimagao W9(B) = 0, é consistente e possui a distribuigao
assintotica

n -1
vn(B-B) =N, [0, lim n (Z XTA; Cov(bi)‘lAiX,)

n—00 -
i=1

Na pratica, como a verdadeira matriz de correlacao é geralmente desconhecida, segue-se
a proposta de Liang e Zeger (1986) e define-se uma matriz de correlagao de trabalho,
R(a), que possui dimensao ¢ X t e satisfaz as condi¢oes necessérias para ser uma matriz
de correlagao. Essa matriz é caracterizada por um vetor de parametros a de dimensao
s x 1 e nao precisa coincidir com a verdadeira matriz de correlacao dos y;.

Dessa forma, a funcao de estimacgao generalizada adotada torna-se

Wi(B)=> XJAQ ! (y; —p)=> X]W;A b, (5.4)
=1 =1

onde a matriz de covariancia de trabalho é definida por

Q=A"R(a) A},

1

e os pesos sao dados por
W, =AQ A,

12
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Nota-se que, uma vez que a especificagdo de R(a) pode impactar a eficiéncia dos
estimadores sem afetar sua consisténcia, é necessario obter, por meio de métodos de
estimagao (por exemplo, o método dos momentos), estimativas consistentes para « e para
¢. Quando tais parametros adicionais sao incorporados ao procedimento, o estimador de
B3 mantém propriedades desejaveis (como consisténcia e normalidade assintotica), desde
que as condi¢oes do teorema sejam satisfeitas, (VENEZUELA, 2008).

Por fim, a matriz de covariancia de B pode ser consistentemente estimada por meio do
estimador robusto (ou “sandwich”), expresso por:

n -1 n n -1
f;lz{Z@} {ijf\iﬁilﬁiﬁjﬁf&xi}{Z@z} |
=1 =1 =1

Quando a matriz de correla¢ao de trabalho R(e) coincide com a verdadeira matriz de
correlacao dos y;, o estimador robusto se reduz a forma “naive” ou “model-based”:

" ~1
o _{Zgz} |
=1

Portanto, enquanto o estimador “naive” é consistente se a matriz de correlacao de
trabalho estiver corretamente especificada, o estimador robusto conserva consisténcia
independentemente dessa especificacao, embora possa apresentar viés elevado em amostras
pequenas (por exemplo, quando n < 20). Uma boa indicac¢io acerca da qualidade da
estrutura escolhida para R(a) é a proximidade entre as estimativas “naive” e robusta
(JOHNSTON; DINARDO, 1996).

5.1.1 Estimacgao de 3, ¢ e

O processo iterativo proposto para a estimacao dos parametros 3, ¢ e a combina o método
de pontuagao de Fisher para B com o método dos momentos para a e ¢. Expandindo
a funcdo de estimacdo ¥, (3) em torno de um valor inicial 3(°), obtém-se a atualizacio
iterativa dada por:

_ . g1 .
Bom+t) _gm) _ {E [%] } o, (3

B 4 , (5.5)

i=1 =1

n -1 n
S XZTVAvl-Xi] [Z X/ W;A; b,

para m = 0,1,2,.... Nessa expressao, todos os componentes (matrizes e vetores) sao
atualizados a cada iteracao com base nas estimativas correntes de 3, ¢ e a.

Uma formulagao alternativa do processo iterativo, utilizando o procedimento de minimos
quadrados reponderados, expressa a atualizacao de 3 por:

(m)

n -1 n
B(m+1) _ [Z XIW@XZ] [Z XIWZZZ] ) (5.6)

i=1 i=1
em que a variavel dependente modificada ¢é definida por
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Esse formato iterativo é particularmente ttil para o desenvolvimento de medidas de
diagnostico.
Adicionalmente, utilizando o método dos momentos e considerando que
v(pig)
Var(y;;) = ,

a estimacao de ¢ no m-ésimo passo é dada por:

2 —1

~(m)
P = M ) /(nt—p) ~1]. (5.7)

= 1 p= 1 \/ﬁfj” —

O procedimento descrito permite ainda a especificacao de diferentes estruturas de
correlacao para as observacoes repetidas. Para esse fim, sao desenvolvidos estimadores
para a matriz de correlagao de trabalho R(e) sob diversas configuragoes, tais como:

e Matriz de Correlagao Padrao Uniforme: Nesta estrutura, assume-se que
Corr(b;j,by) =, Vj#lL

A estimativa de a no passo m é dada por:

(n t
Z Z/Z;zggzl

a(m) _ i=1 j>I
n t . —1
2
220
=1 j=1 J
e Matriz de Correlagao AR-1: Assume-se que
Corr(bij, by) = ol 1<l <t
Um estimador simples para « é:
( n t—1 Y ™
bijbij+1
a(m) _ =1 j=1
n t—1 n t
(>50) (3w
L i=1 j=1 i=1 j=2 )

Note que esse estimador explora apenas a correlacao entre observagoes consecutivas;
estimativas alternativas podem considerar dependéncias mais longas.
e Matriz de Correlagao Nao Estruturada: Aqui, o vetor @ = (a2, 13, ..., 1) "
possui ¢(t — 1)/2 componentes, onde cada «j; representa a correlacao entre b;; e by
para j < [. Assim, estima-se:

¢ y (m)

~(m) i=1
ajl
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O procedimento pratico para a estimacao dos parametros 3, ¢ e a pode ser resumido
nas seguintes etapas:

e Inicialmente, supondo independéncia entre as observagoes dentro de cada unidade
experimental, ajusta-se um modelo de regressao linear de g(y) sobre X mediante mi-
nimos quadrados ordinarios. Nesta etapa, os pardametros a e ¢ nao sao considerados.

e Com as estimativas iniciais de B obtidas na etapa anterior, procede-se a estimagao
iterativa de 3 e ¢ utilizando as equagoes (5.6) e a férmula para ¢.

e Por fim, especifica-se uma estrutura de correlacao de trabalho, R(c). Se essa
estrutura for, por exemplo, a de independéncia, os valores finais de 3 e ¢ correspondem
aos obtidos na etapa anterior. Caso contrario, estima-se os parametros « e, em
seguida, reestima-se B e ¢ de forma iterativa até que haja convergéncia.

5.2 Modelagem Conjunta dos Parametros de Posicao e Precisao

Em cenéarios onde a precisao varia entre as observagoes, estende-se o modelo de regressao
beta para incorporar essa heterogeneidade. Seja

Yy = (yila Yi2,y - - - inti)T

o vetor (¢; x 1) de respostas da i-ésima unidade experimental, com i = 1,...,n. Assumimos
que a densidade marginal da varidvel resposta siga uma distribuigao beta, ou seja,

Yij ~ B(Mij7 ¢z‘j)7

com densidade dada por

F(¢Z]) ijpii—1 (1= p1i;)is—1
P(Yigs pags Bij) = i 7 (L= yyy) o (5.8)
PR T (i) T((1 = pag) i) !
Nesse modelo, cada observagao y;; possui sua propria precisao, ¢;;, parat=1,...,n e

j - 1, ey tl
Consideramos que o componente sistematico que modela a média permaneca 0 mesmo,

conforme a Equagao (5.2):
.

g(pij) = nij = X,
e que o parametro de precisao também seja modelado em funcao de covaridveis. Para isso,
define-se um componente sistematico para ¢;; como

f(¢ij) =0y = qiTj% (5.9)

onde f(-) é uma funcdo monétona e duas vezes diferenciavel cuja inversa é positiva, q;;
representa o vetor de covariaveis (que pode ser um subconjunto de x;;) € v = (y1,...,7,) "
é um vetor de parametros desconhecidos, com ¢ < n. Para simplificar a notacao, assumimos
sem perda de generalidade que t; =t para todo i =1,...,n.

A construgao das equagoes de estimagao para o modelo conjunto leva em consideragao
a densidade marginal em (5.8), os componentes sistematicos (Equagoes (5.2) e (5.9)) e
utiliza os vetores
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onde y; e p; sao as versoes transformadas que garantem as propriedades necessérias para
a construcao das funcoes de estimacao.

Assumindo a correlacao entre as observagoes da mesma unidade, a funcao de estimacao
6tima para os parametros conjuntos, definidos como 8 = (37,~")T", é dada por

o - XTGi‘I)iAi * -1 *
v5(0) = Z ( (lQ.TFc. ) [A;/QR(yz’)Ag/Q (yi — 1), (5.10)
i=1 v
onde:
o X, = (Xila s 7Xit)T;

o &, =diag(¢, ..., 0n);

o A; =diag(ai,. .., ai), com a;; =V (1i;¢i5) + V' (1 — i) ij);
° Gi:diag<%,...,W);

e Q= (q,. - aQit)TQ

o C, =diag(ci1,..., i), com ¢;j = pui ) (pijdij) — (1 — pij)0' (1 — pij)dis);

o i = diag (25000, 200,

e R(y;) é a verdadeira matriz de correlacao associada a y;.

~

Sob as condigdes do Teorema 1 (VENEZUELA, 2008), a solugao 6 de U9(0) =0 é um
estimador consistente para 6, e temos que

-1
., , "X G,A, L (X[ G@AN ]
-2 o5 CIEE v (552

=1

Como na modelagem somente do parametro de posi¢ao, substitui-se a verdadeira matriz
de correlagao por uma matriz de correlacao de trabalho, R(a), que satisfaca as condigoes
para ser uma matriz de correlagdo, onde o vetor a;, de dimensao (s x 1), a caracteriza
completamente. Note que essa matriz de trabalho nao precisa coincidir com a verdadeira
matriz de correlacao dos y;.

Logo, @ tem sua funcao de estimagao generalizada dada por

w0 = (310 ) =3 (K Yt - -

=1
n

= i M/ AQ; b =) MW, Alb;, (5.11)

i=1 i=1

0 Q; F;C;
Ail/QR(oz)AZV2 e W, = A,Q;'A]. Como A ¢ uma matriz com dimensdo ¢ x 2t com

posto ¢, temos que A] AT =1,

sendo A;T a inversa generalizada de A, M; = ( Xi 0 ), A, = ( Gi®iA, ), Q, =
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No caso do ajuste conjunto dos parametros de posi¢ao e precisao, o estimador robusto
da matriz de covariancia de @ é dado por

n -1 n n -1
Jl= {Z §} {Z Mj&ﬁilbib:fxill\/[i} {Z §} ,
i=1 i=1 i=1
obtida substituindo @ e a por suas estimativas consistentes. Quando a matriz de correlacao

de trabalho, R(a), representar a verdadeira matriz de correlagdo dos y7, o estimador
robusto se reduz a forma “naive”:

n -1
i=1

5.2.1 Estimacao de 3, v e o

O processo iterativo para calcular 6 = (,@T, AT)T e &, combina o método de pontuacao de
Fisher para os parametros de regressao @ = (3",4")" com o método dos momentos para
a estimagao dos parametros de correlacdo . Expandindo a EEGs dada na Equagao (5.11)
em torno de um valor inicial 8(©) = (B\(‘J)T,'A)/(O)T)T
dado por

, 0 processo iterativo para atualizar 0 é

~ -1
~ ~ (m) ~
gt — glm) _ {E [%] } U, (™) =

(m)

n -1 n
ZMTWM] [Z MJVAVA;T&] , (5.12)

i=1 i=1

— é\(m) +

para m = 0,1,2,..., onde as matrizes M; apresentam as derivadas dos preditores lineares
em relacao a @, e W, é a matriz de pesos baseada na estrutura de correlacao de trabalho.

Essa atualizacao também pode ser reescrita como um procedimento de minimos
quadrados reponderados:

i (m)

_1 n
flomt1) _ [ZWWM] [ZMZWizi] , (5.13)

i=1 =1

onde a variavel modificada z; ¢ definida por

z; =U;+A; 'b;, com wv;= (,gz) :
i
Para a estimacao dos parametros de correlacao, a, que determinam as correlagoes
entre y;; e yj (para j # 1), utiliza-se o procedimento descrito na Segao 5.1.1.
As etapas praticas para a estimacao conjunta dos parametros 3, v e a podem ser
resumidas da seguinte forma:

e Supondo inicialmente independéncia entre as observacoes de cada unidade experi-

mental, ajusta-se um modelo de regressao linear de g(y) sobre X e outro de f(¢)
sobre Q por meio de minimos quadrados ordinérios, onde ¢ = (¢],..., 0 )" e
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Q=(Q/,...,Q)T. Na prética, para o parametro de precisio, utiliza-se a sugestao
de Ferrari e Cribari-Neto (2004):

o Rl g)
¢Z] - -9 ’
sendo )
. e'eG,.
P A <2 ij
Hij =g (XijBMQO) € %= -

e Com as estimativas iniciais B(O) e 7 define-se uma estrutura de correlacdo de
trabalho, R(a), e estima-se uma primeira aproximacio de «, denotada por a'®,
utilizando os componentes do vetor b;.

e Eim seguida, procede-se iterativamente & atualizacao dos parametros. Inicialmente,
estima-se 3 e v separadamente usando:

n -1 n
B(m—i—l) — [Z X:WmXZ] [Z XIW/&Z&] s (514)
=1 =1
com 1
Wﬁl = Gia\)iAzQi_lAzész € Zpy =1 + <A2&\>2Gz> b“
€ por
n 1 n (m)
,’)\/(m—&-l) Q:W’WQZ] [Z QJ—W'\/ZZV@] ) (515)
i=1 i=1
com

—~ AN AN —~ AN AN ~ AN AN _1 A~

As atualizacoes de 3, v e o prosseguem iterativamente até a convergéncia dos
estimadores.

e Finalmente, utiliza-se o processo iterativo conjunto (Equagao 5.13) com as estimativas
iniciais B, ¥ e @
Be~.

, repetindo cada iteragao até que se atinja a convergéncia de

6 Analise de Diagnéstico Para Dados de Medidas Re-
petidas

A anélise diagnostica em modelos de regressao é crucial para a verificacao das hipoteses
assumidas no ajuste, a identificacao de possiveis violagoes e a deteccao de observagoes
que possam exercer influéncia desproporcional sobre os estimadores. Em modelos com
medidas repetidas, essa analise torna-se ainda mais complexa, pois é necessario lidar com
a estrutura de correlagao intragrupo — frequentemente especificada através de uma matriz
de correlagao de trabalho R(a).

Considerando as abordagens apresentadas na primeira parte do trabalho de Venezuela
(2008), os parametros 8 podem ser interpretados de duas formas distintas. Se o interesse
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for construir medidas de diagnostico para avaliar apenas a modelagem da média, entao
0 = 3. Por outro lado, se for de desejo avaliar o comportamento conjunto da média e da
dispersao dos dados, entdo 8 = (B7,v")".

As medidas de diagnoéstico resultantes serao vetores de dimensao N x 1 quando 8 = (3
(com N = nt) ou vetores 2N x 1 quando 8 = (B",v")".

6.1 Processo Iterativo Reponderado
Seja o processo iterativo reponderado para a estimacao de @ dado por

) e, (m)
gl — [ZMTWM] [ZMTVAVI , (6.1)

i—1 i=1
sendo:

e M, =X;se0=03,ouM, = Fél QO} se 0 = (,3T7'YT)T;

o« W, = fA\iQflfii;

©zZ, =U;+ K;lgi, com U; = Mié\, parai=1,...,n.

A convergéncia do processo iterativo leva & seguinte expressao para a estimativa de 6:
6 =M WM) 'MWz, (6.2)

emque M= (M/,.... M7, W =diag(Wy,...,W,) e z=(2],...,2))".

6.2 Ponto Alavanca Baseado na Matriz de Projecao.

A estimativa @ pode ser interpretada como a solugao de minimos quadrados da regressao
normal linear de W'/2z, considerando W'/2M como matriz de planejamento. Assim, o
residuo ordinério é dado por

ro = W%(z — p) = (1 - H)W'/?z, (6.3)

onde U = (U] ,....,v)] )", I é a matriz identidade e H ¢ uma matriz bloco diagonal, com
H, = W/’ M;(M'WM) 'MW (6.4)

tendo dimensdo t' x ', para todo i = 1,...,n. A matriz H é simétrica (H" = H) e

idempotente (HH = H).

Os elementos da diagonal principal de H nos auxiliam a detectar pontos alavanca. Se
h;; for alto em relacao aos outros valores, entao a j-ésima observacao da i-ésima unidade
experimental pode ser um ponto alavanca.
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6.3 Ponto Aberrante Baseado no Residuo Padronizado
Assumindo que Cov(z) ~ \/7\\/'_1, a matriz de covariancias de rp pode ser aproximada por:
Cov(rp) = Cov (\/7\\71/2z - \/7\\71/2M§>
= Cov (Wl/zz - VAVWM(MTVAVM)*MTVAVZ)
= (I— H)W'2 Cov(z) W/3(I — H) = (1 - H).
Como os elementos de rp possuem varidncias distintas, o residuo padronizado para a
observacao y;; ¢ definido por:
eaj)wlﬂ(z —D) _ eaj)\/ﬁl/QK—lB
1—h 1—h

(rpp)ij = ’ (6.5)

ij ij
em que:

) :& = diag(:&l,...,gn),
eb=(b/,....b))7,

® e(;;) ¢ um vetor de tamanho conveniente com valor 1 na posi¢ao correspondente a
observacao y;; e 0 nas demais posigoes,

e h;; ¢ 0 j-ésimo elemento da diagonal principal de H;, comi=1,...,nej=1,...,t.

Observagoes com residuos padronizados excessivamente grandes podem indicar a
presenca de pontos aberrantes.

6.4 Ponto Influente Baseado na Distancia de Cook

Um ponto influente é caracterizado por apresentar um perfil distinto dos demais em relagao
aos valores da varidvel resposta, ao mesmo tempo em que exibe um valor elevado na
matriz de projecao H. Essa influéncia pode ser identificada por meio da distancia de Cook
(COOK, 1977), uma métrica que quantifica o afastamento entre as estimativas do vetor
paramétrico obtidas com todas as observacdes (8) e sem a observacio Vij (é(ij)), onde
i=1,....nej=1,...,t. R

Como, em geral, nao ¢ vidvel obter uma forma fechada para 6(;;, utiliza-se uma
aproximagao de um passo. Essa abordagem consiste em empregar a primeira iteragao do
processo iterativo do método de pontuagao de Fisher, iniciando em 6. Introduzida por
Pregibon (1981), essa aproximagao é expressa para modelos de regressao com medidas
repetidas da seguinte forma:

o~ -1 o~ —~
o [MTWM] [MTW e | e, WA D]
o0 _ 5 i) S
(7) 1 —h;; ‘

Consequentemente, a distancia de Cook, ao excluir a observagao y;;, ¢ definida por:

1~ -~ ~_ o~ ~ hi;

—(6 —0(;;)) " MTWM(O — 0,;;) = (rpp)2 —— 2. 6.6

d( (J)) ( (])) ( PD) 7 d(l . hzg) ( )
Graficos de (DC);; em funcao do indice ¢ sdo tteis para identificar pontos altamente

influentes. Dessa forma, a distancia de Cook permite detectar pontos influentes ao avaliar

o impacto da exclusao de cada observagao.

(DC)ij =
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7 Selecao de Modelos e de Matriz de Correlacao de
Trabalho

O critério de informagao de Akaike (AIC) é amplamente utilizado para selecionar o modelo
mais parcimonioso dentre os ajustados, ou seja, aquele que oferece um bom ajuste com o
menor numero possivel de parametros. Desenvolvido como um estimador assintoticamente
nao viesado para a informagao de Kullback-Leibler (KULLBACK; LEIBLER, 1951), o
AIC mede a discrepancia entre um modelo candidato e o verdadeiro modelo. O modelo
selecionado é aquele que minimiza a medida AIC, definida por:

AIC = —2¢ (B) +op,

onde {(-) representa o logaritmo da fungao de verossimilhanga associada aos dados, B
¢ o estimador de maxima verossimilhanca do modelo candidato, e p é a dimensao do vetor
de parametros 3.

No contexto das equacoes de estimacao generalizadas, a construcao nao se baseia
diretamente em verossimilhangas. Para contornar essa limitagao, Pan (2001) propos uma
modifica¢ao no critério AIC, denominada QIC (Quasi-likelihood under the Independence
model Criterion). Essa medida é util tanto para a selegdo de modelos quanto para a
escolha de uma matriz de correlacao de trabalho. A motivacao para o QIC surge do fato
de que, ao assumir independéncia entre todas as observagoes, as equagoes de estimacao de
Liang e Zeger (1986) sao equivalentes a func¢ao quasi-escore (MCCULLAGH; NELDER,
1989) ou, no caso da familia exponencial, & fungao escore correspondente.

Quando se assume independéncia entre as observagoes e homogeneidade da dispersao,
as equagoes de estimagao propostas por Venezuela (2008) (Parte I) sdo equivalentes as suas
respectivas funcoes escores. Nesse contexto, a medida QIC para selecionar uma matriz de
correlagao de trabalho R pode ser expressa como:

QIC (R) = —2/ (B(R)) + 2t <§13,;};> , (7.1)
onde:

e /() é o logaritmo da fungao de verossimilhanga que gera a fungao escore equivalente
as equagoes de estimacao sob independéncia,

e S; é a matriz de sensibilidade sob a estrutura de independéncia,

~

e J 1 ¢ o estimador robusto da matriz de covariancia sob a estrutura R,
° ,3(R) ¢ a estimativa de 3 obtida com a matriz de correlagao de trabalho R.

Quando todas as especificacoes do modelo via EEGs estao corretas, §1 e j;é Sao0
assintoticamente equivalentes, e tr <§ Ij;é) ~ 2 (PAN, 2001). Nesse caso, a medida QIC
pode ser simplificada para:

QIC,(R) = —2¢ (ﬁ(R)) +2p, (7.2)

que é mais adequada para a selecao de covariaveis.
As medidas QIC e QIC, sao vélidas quando o parametro de dispersao ¢! é conhecido
e tinico. No caso em que ¢! é desconhecido, a medida QIC deve ser calculada utilizando
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o maior valor estimado para o parametro de dispersao dentre os modelos candidatos. Ja
a medida QIC, deve ser calculada utilizando o valor estimado de ¢! obtido do modelo
ajustado com todas as covariaveis.

8 Influéncia Local para Equacgoes de Estimacao

A influéncia local tem como objetivo principal avaliar, por meio de uma medida apropriada,
o impacto de pequenas perturbac¢oes no modelo ou nos dados. Quando essas perturbacoes
resultam em efeitos desproporcionais em determinados resultados do modelo, isso pode
indicar um ajuste inadequado ou desvios significativos das suposigoes feitas. A identificagao
das observacoes responsaveis por essas discrepancias pode auxiliar na escolha de um modelo
mais adequado aos dados.

Cook (1986) propos um procedimento para avaliar a influéncia de pontos atipicos ou
influentes, examinando o efeito de pequenas perturbac¢oes em componentes do modelo
sobre a superficie de afastamento pela verossimilhanca, definida por:

~

LD, =2 [z( ) — f(éw)} :

onde:

e w e O CRY éum vetor de perturbacoes, geralmente de dimensao N x 1, com
N =nt,

e /() é o logaritmo da fungao de verossimilhanga,

e 0 ¢ 0 estimador de maxima verossimilhanca de 0 para o modelo postulado,

~

e O, ¢ o estimador de méxima verossimilhanca de 0 para o modelo perturbado.

Cadigan e Farrell (2002) generalizaram essa medida de influéncia, considerando o
afastamento de uma fungao de ajuste F(0), que é duplamente diferenciavel em 6. O

estimador de @, denotado por 6, é a solugao de:

v - 27O

= —0. (8.1)

0=0

Assim, a medida de afastamento pela funcao de ajuste é dada por:
FD, =2 |F(8) - F(6.)].

onde 8, ¢ a estimativa que maximiza a funcio de ajuste perturbada F(8|w). Observe
que, quando a funcao de ajuste F é definida como o logaritmo da fungao de verossimilhanca,
temos F'D, = LD,,. No entanto, F pode ser outra fungao, como uma quasi-verossimilhanca,
o que torna a abordagem de Cadigan e Farrell (2002) mais geral do que a proposta original
de Cook.
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8.1 Influéncia Local Generalizada

Conforme discutido anteriormente, a medida F' D, pode ser utilizada para avaliar a
influéncia de perturbagoes sobre a estimativa de @ ao variar w em O. No entanto, avaliar
F D, para todos os valores possiveis de w € O ¢ inviavel, dada a infinidade de valores
que w pode assumir. Para contornar esse problema, Cook (1986) propods estudar o
comportamento local de F'D, em uma vizinhanca de wy, que representa a auséncia de
perturbacao (F(@|wy) = F(0) ou FD,, =0).

A abordagem de Cook consiste em investigar a curvatura normal (BATES; WATTS,
1980) da linha projetada no grafico D, 1.4 X a, onde a € R e d é uma dire¢do arbitraria
com norma unitaria (||d|| = 1). Essa curvatura normal pode ser expressa de forma geral
como:

Ca(0) =2|d"ATF A,

sendo: 82]-"(9| ) W (6]w)
w w
A= 00007 T dwT ®.2)
e
. 0?F(0) B ow(0)
7= 00007 00T ' (8.3)

com todas as quantidades avaliadas em 0 = 0ecw= wo.

Para identificar as observacgoes que, sob pequenas perturbacoes, exercem influéncia
local significativa em F'D,,,, inspecionamos a dire¢ao do autovetor d,,,, correspondente a
maior curvatura C,,;, obtida pelo maior autovalor da matriz:

~ATFA (8.4)

Ospina (2007) apresenta ilustragoes que facilitam a compreensao da medida de influéncia
local proposta por Cook, descrita em (8.4).

Além de identificar observagoes que influenciam conjuntamente a estimacgao do vetor
de parametros 0, também é possivel avaliar a influéncia local em apenas uma parte de
0. Suponha que 0 seja particionado na forma @ = (6,0, )". Se o interesse é identificar
observacgoes influentes apenas na estimacao de 61, a curvatura normal na direcao d é dada
por:

Ca(61) = 2 )dTAT (ﬁ—l - f"292) Ad) ,

.. 0 0
FHQQQ - |: ~— 1 )
0 Fou,

onde:

com f9292 avaliada em 6. O grafico de indices de dnq, da matriz —AT <]: -1 F 9292) A

pode revelar quais observacoes sao influentes em 6.
De forma analoga, a curvatura normal para o parametro 8, na direcao d é dada por:

Y

Ca(6,) = 2 )dTAT (7’*1 - f-")l@l) Ad

onde:

=g
9191 — 9191

com JFy,p, avaliada em 6. A influéncia local das observacoes em 6, pode ser avaliada por

meio do grafico de indices do maior autovetor d,,., da matriz —AT (]—" - .7'-'“9191> A.
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8.2 Influéncia Local para Equacgoes de Estimacgao

No contexto das equagoes de estimacao generalizadas, a funcao de verossimilhanca ou a
funcao de ajuste que gera a equagao de estimagao nem sempre é conhecida. No entanto,
podemos garantir sua existéncia ao assumir que qualquer equacao de estimagao generalizada,
construida utilizando a verdadeira matriz de correlacao ou uma matriz de correlacao de
trabalho R(e) conhecida, satisfaz as propriedades de quasi-verossimilhanga descritas por
McCullagh e Nelder (1989).

Esses autores destacam que uma funcao quasi-escore com observacoes dependentes
é o vetor gradiente de uma quasi-verossimilhanca, desde que a derivada dessa funcao
quasi-escore em relacao a 3 seja uma matriz simétrica. Equivalentemente, isso ocorre
quando as derivadas dos componentes de Cov(y;)™ em relagdo a p; sao iguais sob a
permutacao de trés indices. Em outras palavras, a seguinte condi¢ao deve ser satisfeita:

8COV(Yijayil)_1 . aCOV(yija}Iik)_l o 9Cov(yi, yir)
Oplik Opy O
parat=1,....nejl,k=1,...,t.

Ao transferir essas propriedades para o caso em estudo, verifica-se que as derivadas
dos componentes da matriz Cov(b;)~! em relacao a u; sao iguais sob a permutacao dos
indices j,le k,comt=1,...,ne j,l,k=1,...,t. Isso ocorre tanto quando utiliza-se a
verdadeira matriz de correlagdo R(b;) quanto quando emprega-se uma matriz de correlagao
de trabalho R(a) conhecida, uma vez que ambas nao dependem de p.

Portanto, é garantido que qualquer equagao de estimagao W (), que utiliza a verdadeira
matriz de correlagao ou uma matriz de correlacao de trabalho conhecida, é o vetor gradiente
de uma fungao de ajuste F(6). Em outras palavras, podemos assumir que:

Y

3F(8) tal que 85;—30) W) e W) =0,
onde 6 é o ponto de méximo da funcao de ajuste F(6).

Dessa forma, podemos utilizar a matriz A definida na equagao (8.2) para obter o
autovetor dyg, a partir da equacio (8.4). A matriz hessiana F, definida em (8.3), nem
sempre é facilmente obtida para alguns modelos, mas pode ser simplificada utilizando seu
valor esperado (CADIGAN, 1995). No nosso caso, o valor esperado de F ¢ dado pela
matriz de sensibilidade.

Assim, considerando que a equagao de estimagao W(0) é o vetor gradiente de uma
funcao de ajuste, ainda que desconhecida, e satisfaz (8.1), Venezuela (2008) propoe
uma medida de influéncia local para equagoes de estimagao, definida pelo autovetor d,,q.
correspondente ao maior autovalor da matriz:

~A'STIA, (8.5)

A= TOW) S =E (F) :E(N—@),

onde:
Ow’ 007

com todas as quantidades avaliadas em 0 = 0ew= wo.

Influéncia na Estimacao de 8 Para identificar observagoes influentes somente na
estimacao de 3, a curvatura normal na direcao d ¢ dada por:

Cy(B) =2|d"AT (S7' = 87) Ad|,
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onde:

0 O
o[ 2]
0 S5,
com S, avaliada em 6. O gréfico de indices do maior autovetor de —A™ (S™1 —S7) A
pode revelar quais observacoes sao influentes na estimacao de 3.

Influéncia na Estimacao de v De forma anéloga, a curvatura normal para os parame-
tros de regressao v na direcao d é dada por:

Ca(v) =2|d"AT (S7' —8%) Ad

SPs — {Slgﬂ% 0} ’

I

onde:

0O O

com Sgg avaliada em 6. A influéncia local das observacoes em 4 pode ser avaliada por
meio do gréafico de indices do maior autovetor d,,,, da matriz —AT (S_1 — SBB) A.

8.3 Esquemas de Perturbacao sob Homogeneidade da Dispersao

As equacgoes de estimacao generalizadas para a modelagem da média, sob homogeneidade
do parametro de dispersao, sao expressas por:

U (B)=X"AQ 'b=X"WA b, (8.6)
onde a matriz de sensibilidade é dada por:
S =-X"WX, (8.7)
sendo:
e X = (XlT, e ,X,TL)T a matriz de delineamento,
e A =diag(A4,...,A,) a matriz de variancias,
o (2 =diag(€y,...,Q,) a matriz de covariancias,

e W =diag (Wy,..., W,) a matriz de pesos,

e b= (blT, e ,bz)T o vetor de residuos.

8.3.1 Ponderacao de Casos

No esquema de perturbagao por ponderacao de casos, a equagao de estimacao perturbada
é dada por:
¥, (Blw) = XTWAdiag(w)b, (8.8)

onde w é o vetor de perturbacoes. A matriz A, que mede a sensibilidade da equacao
de estimagao em relagao as perturbagoes, é expressa por:

A = X"WA 'diag(b).
A medida de influéncia local é obtida a partir da matriz:
diag(b)A™'W T X(XTWX) ' X"WA*diag(b), (8.9)

T

avaliada em wy e (BT, $>
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8.3.2 Perturbacao da Variavel Resposta

No esquema de perturbagao aditiva da variavel resposta y;;, definimos:

Yoij = Yij + wijr/ var(yi;), (8.10)

onde w;; = 0 indica auséncia de perturbagao. A equagao de estimacao perturbada ¢ dada
por:
U, (Blw) = X"WA b,

sendo by, o vetor de residuos perturbado. A matriz A, que mede a sensibilidade da equacao
de estimagao em relagao as perturbacoes, é expressa por:

A =X"WA1B,

onde B = gg#. A medida de influéncia local é obtida a partir da matriz:

B'A7'WX(X"WX)'X"WA™'B, (8.11)
o~ N\ T
avaliada em wyq e (BT, q,’)) .

BETA De acordo com a equagao de estimagao definida em (5.4), o vetor perturbado b,
referente a i-ésima unidade experimental é dado por:

bui =y — 1 (8.12)

* * * \ T .
onde y'. = (y*q,. -,y ) , com:

yo=log (9 ) i=1...n e j=1,... .t
! 1 — Yuij

Com isso, temos:

B=8Y1 (8.13)

onde:
YT =diag (Yy,...,Y,) e S=diag(Si,...,S).

Cada Y, e S; sao definidos como:
Y, = diag (v(Ywi1), - -, V(Ywir)) € S =diag(si,...,Su),
para i = 1,...,n. Notemos que v(y,;;), avaliado em wy, é dado por:
v(y) =y L—wiy), i=1,....n e j=1...t

8.3.3 Perturbacao Individual das Covariaveis

Considere um esquema aditivo de perturbacao na k-ésima coluna da matriz de covaridveis
X, onde x;, = (T, T12k, - - -, Tir) |, conforme proposto por Thomas e Cook (1990). O
vetor perturbado x., tem cada componente dado por:

Twijk = Tijk + WijSzk, (8.14)
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onde s, é um fator de escala dado pelo desvio padrao de x;, com¢=1,...,nej=1,... ¢t
Para ilustrar, se k # 2 e k # p, o modelo (5.2) perturbado segundo o esquema definido em
(8.14) é expresso por:

Q(Mwij) = Nwij = B1 + Tijefa + ...+ TuwijuBr + - - - + TijpSBp.

Neste esquema de perturbacao, wy = 0 indica auséncia de perturbacao.

Na equagao de estimagao definida em (8.6), todos os seus componentes sao modificados
quando uma covariavel é perturbada. Assim, a equagao de estimacao perturbada é dada
por:

¥, (Blw) = X A2, b,

onde o indice w indica que as matrizes X, A, €2 e o vetor b dependem da perturbacao
definida em (8.14).

A derivada de ¥, (B|w) em relacao a w' pode ser expressa, conforme Harville (1997),
por:

b ot
A=XTA, Q1 w
“ “ OwT + OwT

oA, OX]
. XT w w
dlag(bw)} * [ Ot | Dal

} A9 diag(b,),

onde a derivada de X em relacdo a w' é uma matriz p x N de zeros, exceto a k-ésima

linha, que é composta pela constante s,;, com N = nt. Além disso,
ot
Ow’

LY Q. (8.15)

= 0!
Y owl ¥

As derivadas de A, Q, e b, em relacao a w' sao calculadas de acordo com a equacao
U, (0). Essas equagbes representam as equagoes de estimagao generalizadas para o modelo
de regressao beta sob homogeneidade da dispersao.

As derivadas sao expressas como:

8bw . dl abwl abum
dwT T\ T BT )

BETA De acordo com a equagao de estimagao definida em (5.4), temos:

Aui = 0GuiAui, Qi = ALR()AL” e bui=y] - ui; (6.24)
sendo:
G ding (U5l b)),

L4 Awi - dlag (awilu SR 7awit)7
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T
* * *
b l’l’wi_(:uwil?"‘?Nwit) )

com Ayij = V' (fwij@) + ' (1= pwif) @) € piy; = Y(pwis@) — V(1 — pwij) @), parai =1,....n
ej=1,...,t.
Da Segao B.1.2 do Apéndice B de Venezuela (2008), obtemos:

21:? = B, [ Gushui + G2
s s [AY R+ ARAL].
g%‘}i = —BkSu, GuiAuis
sendo:
o G = diag () P0rn)),

o A=A, GuilLa,
L4 SLoi == diag(gLoila cee 75Loit)7

com
ELoij = ¢ W”(szj@ - wl’((l — Jhwij) )], (6.25)
e a fungao poligama 1" () avaliada no ponto A dada por:
CdyY'(N) d®log T'(\) PN =TT (N)

vy = o - S o PO,

parai=1,....,nej=1,... 1.

8.3.4 Perturbacao do Parametro de Precisao

Para a perturbagao do parametro de precisao ¢, definimos:

Puwij = i (8.16)

ij

onde wy = 1 indica auséncia de perturbacao. A equacao de estimacao perturbada é dada
por:

¥, (Blw) = X"A,Q by,
e a matriz A, que mede a sensibilidade da equacao de estimagao em relacao as perturbacoes,
€ expressa por:

0!

ow’

A, .
diag(b,,) + XTa—ledlag(bw). (8.17)

ob
A=X"A0'1—2
OwT

o o+ XA,

As derivadas sao calculadas de acordo com as equagoes de estimacao especificas.
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BETA De acordo com a equagao de estimagao definida em (5.4), temos:

Awi = Gi®uiAui, Qui=ATRAY? e b=y —p', (8.18)

wi

sendo:
L4 Qwi = diag(¢wila cee 7¢wit)7

o A, = diag(aml, ce ,amt%
* * * T
o 1l = (Hains s Hinit) s

com dyij = VY (Hijduwij) + V(1 — pig)buis) € iy = Y(1ijduwij) — Y((1 — pij)duij), para
i=1,....nej=1,... t.
Assim, obtemos as seguintes derivadas:

A -
ng = — 1qu)z” [Qwigwi =+ sz] )
Qi 1
O 207 [ALRE@) A+ AR@)AL].
by -
aw—r = Cb I‘I)iig?)wia

(2

sendo:
o A=A @26,
o & = diag(Eawits - - - 5 Ewit),
o &, = diag(53wz1, . ,53mt),

com

Ewij = [1ij¥" (HijPui) + (1 — pig) " (1 — pij) Pusis)] (8.19)

Eswij = (i (111 Puig) — (1= i)' (1 = pij) Pusiy)] (8.20)
parai=1,....,nej=1,... 1.

8.3.5 Perturbagao na Matriz de Correlagao de Trabalho R(«)

Para a perturbacao na matriz de correlacao de trabalho, temos:
Qi
Aui(5) = s (8.21)
" Wi(45')

com wy = 1. A equacao de estimagao perturbada é:

¥, (Blw) = X"AQ'b,

e a matriz A é dada por:

Q—l
A= XTA(?%;”T diag(b),

A medida de influéncia local com pertubacao na matriz de correlagao de trabalho é
obtida da matriz:

diag(b)Q 'ATX(XTWX)'XTAQ diag(b),
T

avaliada em wy e (BT, $>
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8.4 Esquemas de Perturbagao sob Heterogeneidade da Dispersao

As equagoes de estimacao generalizadas para a modelagem conjunta da média e da dispersao
no modelo de regressao beta podem ser escritas de forma geral como:

U,(0)=M'AQ 'b=M" WA b, (8.22)

com a matriz de sensibilidade expressa por:

S=-M"WM, (8.23)
onde:
e M= (M/,...,M])" é a matriz de delineamento,
e A =diag(A4,...,A,) é a matriz de variancias,
o (2 =diag(€2y,...,,) é a matriz de covariancias,

W = diag(Wy,..., W,) é a matriz de pesos,
e b=(b/,....b")T &0 vetor de residuos.

Note que, para modelos de regressao beta, A nao é uma matriz quadrada, sendo
importante distinguir sua matriz transposta quando necessario.

As medidas de influéncia local, descritas a seguir para alguns esquemas de perturbacao
com heterogeneidade da dispersao, sao definidas a partir das equagoes (8.22) e (8.23),
avaliadas sob as estimativas do modelo postulado 0 e em wp.

8.4.1 Ponderagao de Casos

No esquema de perturbacao por ponderacao de casos, a equacao de estimacao perturbada
é dada por:

U, (0|lw) = MTWA ™ "diag(w)b, (8.24)
onde w = (w/,...,w )T, com w; = (wi1,...,wit)", parai = 1,...,n. Aqui, wp, que
representa auséncia de perturbacgao, é um vetor de uns.

A matriz A, que equivale & derivada de ¥,(0|w) em relacio a w', é dada por:

A=M"WA B,

onde B = diag(b) para o modelo de regressao beta.
A matriz definida em (8.5) é entao expressa por:

BAT'W MM WM)'M"WA "B,

avaliada em 6 e em wy.
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8.4.2 Perturbacao da Variavel Resposta

Considerando b, como o vetor b com perturbacao na variavel resposta, conforme o esquema
expresso em (8.10), a equagao de estimagao perturbada é dada por:

U,(0|lw) = M"WA ™ b,
onde b, = (b/,,...,b] )7, com b,; = (bui1,...,bui)", parai=1,... n.
A medida de influéncia local com perturbagao da variavel resposta é obtida a partir da
matriz:

B'"A7'W MM WM) 'M'WA "B,

avaliada em 6 e em wy, onde B = db,, Jow?.

Modelo Beta Para a equacao de estimagao definida em (5.11), o vetor perturbado na
variavel resposta referente a i-ésima unidade experimental b,,; é dado pela equagao (8.12).
Assim, no caso de modelagem conjunta da média e da dispersao, B é expresso conforme
(8.13), mas com:

v(pij) : j

8.4.3 Perturbacao Individual das Covariaveis

A k-ésima coluna da matriz de covaridveis X serd modificada conforme a proposta apre-
sentada na equagao (8.14), para k = 2,...,p. Perturbando a equagio (8.22), obtemos:

W, (0|lw) = M A, Q. 'b,,

onde o indice w indica que as matrizes M, A, € e o vetor b dependem da perturbacao
definida em (8.14). A matriz A, definida em (8.2), pode ser expressa por:

—1 T
A =M A, Q) ob., + o, Bw} - {MZ OA. + oM,
ow’  Jw' ow'  Odw'
onde B, ¢ a matriz definida na subsecao "Ponderacao de casos", perturbada conforme
o esquema (8.14). As derivadas de A, Q' e b, em relagio a w' sao calculadas conforme
mostrado na subsecao "Perturbacao Individual das Covariaveis".
Conforme a proposta de Ospina (2007), quando os pardmetros de posi¢ao e de precisao
sao modelados simultaneamente, destacamos quatro cenérios que relacionam as matrizes
que modelam a média e a precisao:

A,| Q'B,,

1. X # Q: matrizes totalmente diferentes;
2. X = Q: matrizes totalmente iguais;
3. X #£ Q: com a k’-ésima coluna da matriz Q igual a k-ésima coluna da matriz X;

4. X #£ Q: com a k’-ésima coluna da matriz Q sendo uma fun¢ao da k-ésima coluna da
matriz X.

A seguir, para cada um desses quatro cenarios, apresentamos as medidas de influéncia
local com perturbagao em uma covariavel.
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8.4.4 Matriz Q Totalmente Diferente da Matriz X

Considerando que a matriz de covariaveis Q, que modela a precisao, é totalmente diferente
da matriz X, a qual tem a k-ésima coluna perturbada segundo o esquema definido em
(8.14), a matriz de covariaveis M modificada é dada por:

X' 0
T _ w
Mw_(o QT)7

onde o indice w indica que a matriz X depende da perturbagao definida em (8.14). Logo,

temos: . oxT
Ow T 0 0/’

sendo uma matriz (p + ) x 2N, onde a derivada de X em relagdo a w' é uma matriz
p X N de zeros, exceto a k-ésima linha, que é composta pela constante s,, , com N = nt.
A seguir, sao apresentadas as derivadas de A, €2, e b, para o modelo Beta.

Modelo Beta De acordo com a equagao de estimagao definida em (5.11), temos:

P-A
A= (G0A) o APR@AL ¢ bamyioul. (52)
sendo:
o G =ding (U, )
L4 Awi - dlag (awib ceey awit)7

o C,; =diag (cuit, - - -, Cwit),

o L, = (:U’Zn'lv e 7/’L:)it)—r7
com:
Ouij = U (Hewij®ij) + 0 (1 — fwij)dij),
Cwij = Huig® (Hwij@is) — (1 — i)' (1 = tuij) i5),

Haij = ¥ (Hwij@ij) — V(1 — pwij)Pij),
parai=1,...,nej=1,... 1.
Assim, é obtido as seguintes derivadas:

aAwi q)z |:Gw2sz + Giiglwi:|
E = ﬁksazk )
w; F.G.i[Aui + ®:E0]

0, 1

DoT 2 kS [AZQR(O‘MM T AwiR(a)Azz} ’
abwi

dwl i8S, Gui PiAui,

(2

sendo:
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o, ’ ’ My

Mwil

o G, = dlag< men) aQQ_I("““)>7

o A=A *Guibr,

o & =diag (E1wity - -+, E1wit),

o & = diag (Eawity - - -, Eowit),
Ccomi:

51m'j = ¢ij W”(Mwij@j) - w”((l - Mwij)¢ij)] ) (8-26>

Ewij = [Mewig®” (Hewijdij) + (1 = teoig) " (1 = posij)di5)] (8.27)
parat=1,...,nej=1,...,1.

8.4.5 Matriz Q Totalmente Igual & Matriz X

Considerando que a matriz de covariaveis QQ que modela a precisao é totalmente igual a
matriz X, a qual tem a k-ésima coluna perturbada segundo o esquema definido em (8.14),
a matriz de covariaveis M modificada é dada por:

X! 0
M = ( . XI) , (8.28)

onde o indice w indica que a matriz X depende da perturbacao definida em (6.20).

Logo, temos:
T .9
% — | dwT 0 (8 29)
OwT ax! | :

0 Ow "

sendo uma matriz (2p) x 2N, onde a derivada de X com relagio a w' é uma matriz

p X N de zeros, exceto a k-ésima linha que é composta pela constante s,,, com N = nt.
A seguir, apresentamos as derivadas de A,,, 2, e b, todas com relacdao a w', para a
Beta.

BETA De acordo com a equagao de estimagao definida em (5.11), temos:

Aui = <GF(I)CA> o Qui=AR(@AL?, e bu=y] —pl, (8.30)

sendo Gy = diag(dg ™" (Nwir)/OMwit, - - - 09 (Nwit) | OMwit), Pui = diag(duir, - - - >¢wit)7
Ay = diag(awih S awit)7 F, = diag<afil(5uﬂi1)/adw“7 e 8]5* ( w“)/a(s"”t) Coi

diag(cwib s 7cwit) € .Ufn = (HZil? e huzn‘t)—rv €m que awij = Qﬁ (uwz]¢wu)+w ((1 ,Uwz >¢wz )
)

Cwij = Nwijw/(ﬂwij¢wij> - (1_,uw2])w/((1_,uwl])¢wzj> € /JJ:;@] = w(,uwl](bwm) ((1 ,uun] ¢w1j)
comi=1,...,nej=1,...,t. Assim, obtém-se:

aAm 6kszk (I)wi GwiAwi + Gilglwz] + ’Vkszk GwiFwi [sz + (pwig%.}i]

awl—l— Bksszwiji [sz + Mwiglwi] + VkSz, [szcwz - Fz;z (It - sz) 52wi 7
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o, 1
T =3 AR () Aui + AuR (@) AL
e
abwi
8wT = — [BksszwiéwiAwi + '}/ksszwiSSwi] )

sendo A,; = A71/2 [Bkszk Guiblwi + ’YkSZkF wi€2wi]a Ewi = diag(glm'l, ce 751wit)a §2m =

wi

diag(52m1, e 752mt), Ezwi = diag(53m1, e 753wit)7 My = diag(,uwil, e ,Mmt), Gy =
diag (079" (Mwin)/ONZirs -~ 079 (Mwie) /ON2at),
Fo;, = diag (0*f 1 (0ui1)/062,1, -, 0% (Owir)/02;) e I, uma matriz identidade de di-

wit
mensao t X t, em que

Erwit = (bwij [¢//<Mwij¢wij) - 1/1”((1 - Mwij)(bwij)],

Eowit = [Mwij¢//(uwij¢mj) + ((1 - Nm'j)w”((l - Mwij)¢wi]’)]7

Egwit = [Huig® (Hewijbuis) — (1 — b)) (1 = pwij) Guij)],
comi=1,....nej=1,... 1.
8.4.6 A k’-ésima coluna da matriz Q igual a k-ésima coluna da matriz X

Considerando que a matriz de covariaveis Q que modela a precisao tem a k’-ésima coluna
igual a k-ésima coluna da matriz X, a qual é perturbada segundo o esquema definido em
(8.14), a matriz de covariaveis M modificada é dada por

X! 0
T _ w
MUJ_< 0 Q;I;>7

em que o indice w indica que as matrizes X e Q dependem da perturbacao definida em

(8.14). Logo, temos
oM [ XL 0
OwT o 0 Q. !

Ow T

T & uma matriz

sendo uma matriz (p+ q) x 2N, em que a derivada de X com relagao a w
p x N de zeros exceto a k-ésima linha que é composta pela constante s,, e a derivada de
Q/ com relagao & w' é uma matriz ¢ x N de zeros exceto a k’-ésima linha que é composta

pela constante s, , com N = nt.

BETA De acordo com a equagao de estimagao definida em (5.11), as matrizes A; e Q;
e o vetor b,,; dados anteriormente. Assim, da Se¢ao 8.4.5, obtemos

0A; BrSz), Pui GuiAui + Giiglm] + Vi S0y, GuiFwi [Awi + PuiEoui

awiT BrSay FuwiCui [Awi + MuiCrwi] + Vi Sa, [chm - Fil (I = M) 52m]
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0y 17,1 1/2
5’ =3 [Am R (a) Ay + AuR () A ] e
¢ ob
awofrz == [Bk?szk Gwi(I)wz'Awi + P)/k’srkaigSwi] )
€m que Awi = A;zl/Q [5k$kawiSlwi +7k/3xkai52wi] € glwia 820.113 ngia Mwi7 Gwi € Fwi
estao descritos na Secao 8.4.5 para o caso Beta, comi=1,...,nej=1,... t.

8.4.7 A FK'-ésima coluna da matriz Q funcao da k-ésima coluna da matriz X

Considere que a matriz de covaridveis Q que modela a precisao tem a k’-ésima coluna
funcao da k-ésima coluna da matriz X, ou seja, Guijir = h(Twijr), com i = 1,...,n,
j=1,....t,k=2,....,pe k' =2,...,q, em que h é uma funcao continua e diferenciavel.

Assim, a matriz de covariaveis M modificada segundo o esquema definido em (8.14)

pode ser expressa como
T QX;E
oM, _ ( 7wt O
)

c%:T a 0 an
Ow "

T

sendo uma matriz (p + ¢q) x 2N, em que a derivada de X| com relacao a w' e uma matriz

p X N de zeros exceto a k-esima linha que e composta pela constante s,, e a derivada de
Q/ com relacao a w' e uma matriz ¢ x N de zeros exceto a k’-esima linha que e composta

pelo vetor h (Xwk) Szps €em que N = nt e h(xwk) = (h (Xw11k) h (Xw12k) s -« - 5 h (xwmk)>,

com h(xwijk) = Oh (Xuijk) [OXwiji, com i =1,....n, j=1,... tek=2,...,p.

BETA De acordo com a equagao de estimagao definida em (5.11), as matrizes A,; e
e o vetor b,,; sao dados anteriormente. Assim, da Se¢ao 8.4.5, obtemos

8AM- ﬁk’sxk. q)wi |:Gszwz + Gizglwz} + /Vk’sxk}zwiGwiFwi [sz + Qwngwi]
aw: - Bksxkaiji [sz + Mwiglwi] + %'SMHW [szcwz - Fiz (It - sz) gQwi 7
0y 17,12 1/2
5T =3 ALR(@) A + AR(0)AL?] e
8bwi

= - [ﬁksxk GwiQwiAwi + fYk’SkawiFwigSa)i} 5

ow;

€m que Awi = A;@'l/Q |:5k$:ck Gwiglwi + Vk’sxk%wiFwif’.Zwi} € glwiy 52(.01'7 g3wia Mwi7 Gwi € Fwi

estao descritos na Secao 8.4.5 para o caso Beta, com:=1,...,nej =1,...,t.
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